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MATH-STAT. 
AVIS  DU  LIBRAIRE. 

Les  motifs  qui  ont  déteiininé  le  plan  de  ces  Élémens 
d'Algèbre,  sont  exposés  dans  les  Essais  sur  l'Ensei-. 
gnement  en  général  et  sur  celui  des  Mathématiques 
en  particulier,  publiés  par  l'Auteur  j  et  comprenant 
l'analyse  de  toutes  les  parties  de  son  Cours ,  ainsi  que 
l'indication  de  la  marche  qu'il  a  suivie  dans  ses  leçons^ 

On  peut  joindre  aux  Élémens  d'Algèbre  leur  Com- 
plément ,  qui  se  trouve  aussi  chez  le  même  Libraire,  et 
qui  contient  la  résolution  des  équations  littérales ,  la 
théorie  élémentaire  des  suites,  celle  des  fractions  con- 
iinues  et  les  premiers  principes  de  l'analyse  indéterminée. 
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1\  O  T  I  o  N  S  préliminaires  sur  le  passage  de  VArilh-- 
métique  à  V Algèbre ,  explication  et  usage  des  signes 
algébriques,  page   'J, 

Quels  sont  la  nature  et  le  but  de  l'Algèbre,  ilid. 
Des  signes  dont  on  se  sert  en  Algèbre,  .i5 
Resolution  de  quelques  problèmes  par  le  moyen  des  signes  algé- 
briques ,  jj 
Ce  que  c"*est  qu'une  formule,  'il 

Des  équations  ,  1 5 

Ce  qu'il  faut  faire  pour  résoudre  une  question  avec  le  secours  de 

l'Algèbre ,  iUd. 

Ce  que  c'est  qu'uue  équation,  un  de  ses  membres  j  un  terme,  ilid. 

De  la  résolution  des  équations  du  premier  degré  à  une 
seule  inconnue ,  17 

Règle  pour  faire  passer  un  terme  d'un  membre  dans  un  autre,  19 

Pour  dégager  l'inconnue  des  quantités  qui  la  multiplient,  21 

Pour  faire  disparaître  les  dénominateurs ,  a3 

Ce  qu'il  faut  faire  pour  mettre  un  problème  en  équation,  i\ 

Exemples ,  25 

Méthodes  pour  effectuer ,  autant  quil  est  possible ,  les 
opérations  indiquées  sur  les  quantités  représentées  far 
desleâreî,'^^       ':'K'h    '••'  '  3i 

Explication  des  mots  mo«ame5J  binômes,  cic,  polynômes,  incom.' 
plexes  et  complexes ,  82 

De  l'Addition  des  quantités  algébriques ,  3q 

Ce  que  c'est  qu'un  coefficient,  33 

Règle  pour  faire  l'addition,  34 

Règle  pour  faire  la  réduction  des  quantités  algébriques  ,  35 

De  la  soustraction  des  quantités  algébriques  ,  35 

Règle  pour  faire  la  sonstraction ,  ibid^ 
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iV  T     A     B    L    E. 

De  la  multiplication  des  quantités  algébriques,  page  07 
Manières  d'indiquei  la  multiplication  des  quantités  algébriques ,  iùid. 
Ce  que  c'est  qu'une  puissance  ,  ¥^ 

Ce  que  c'est  qu'un  exposant ,  *^'   • 

Comment  on  forme  les  puissances  d'un  notnbre,  4^ 

Règles  ponr  faire  la  multipHcation  des  quantités  monômes ,  iOid. 
Ce  que  c'est  que  le  degré  d'un  produit ,  4^ 

Note  sur  le  mot  dimension  ,  \      * 

Do  la  multiplication  deffquanutés  complexes,  ^  ' 

Règles  des  signes,  ^^ 

Règles  pour  faire  la  multiplication,  4^ 

Exemples  de  la  multiplicatioTi  complexe,  tf>id- 

Ce   que  c'est  qu'une  expression  homogène  ^  ^ 

Expression  dn  produit  de  la  somme  de  deux  quantités  par  leur 
différence,  du  rpiarrc  et  du  cube  d'un  binôme,  5i 

Manière  d'indiquer  la  multiplication  des  quantités  complexes,      52 

De  la  Division  des  quantités  algébriques ,  5'2 

Règles  pour  diviser  les  quantités  monômes ,  53 

Ce  que  signifie   une  quantité  dont  l'exposant  est  zéro  ,  54 

Comment  on  simplifie  une  division  indiquée,  lorsqu'elle  ne  p«ul 

s'effectuer ,  ^^ 

Division  des  quantités  complexes  ,  58 

Ce  que  c'est  q;i\'nrdoTt»er  les  termes  d'une  quantité,  ifnd 

Règles  pour  faiir  la  division,  60 

Exemples  de  division ,  "^ 
Ce  qu'il  faut  faire  lorsqu'il  se  trouve  plusieurs  termes  contenant  la 

même  puissance  de  la  lettre  suivant  laquelle  on  ordonne ,  64 

Exemple,  ''^'''^^ 

Des  fractions  algébriques  ,  "" 

Comment  on  reconnaît  qu'une  division  de  quantités  complexes  ne 
peut  s'effectuer,  "7 

C^rmmeni,  iorsqu*  cola  cit  possible,. on  tkimpiiiie  la  fraction  qm 
en  résulte  ,  ,  '^"f- 

Ce  que  c'est  que  le  plus  tjrand  commun  diviseur  de  deux  quanti  tes 
algébriques,  ''  tvid. 

Comment  il  se  détermine ,  .  ^" 

Précaution  nécessaire  pour  réussir  dansl'opcration  ,  lorsque  la  quan- 
tité qu'on  prend  pour  diviseur  contient  plukieurs  termes  où  la  lettre 
par  rapport  h  lafpielie  on  a  ordoimé^  se  trouve  au  même  degré,  72 

Ce  qu'il  faut  foire  pour  obtenir  d'abord  les  diviscur*i^»dépei^d»»«de 
cette  lettre,  ^  7^ 

Récapitulation  des  règles  du  ralcul  des  fractions,  '•'•^^^^  7^» 


TABLE.  .       .  t.V 

Relation  (ïes  termes  des  fractions  égales ,  page     77 

Résolution  d'une  équation  litte'rale  dn  premier  degré ,  79 

Des  (Questions  à  deux  inconnues  et  des  quantités  né- 
gatives,     '  80 

Exemples ,  ibid. 

Ce  qu'il  faut  faire  lorsqu'on  parvient  à  une  équation  dont  les  deux 

membres  sont  affectes  du  signe  —^ ,  83 

Question  dans  laquelle  la  valeur  de  l'une  des  inconnues  est  affectée 

du  signe  — ,  84 

Ce  que  signifie  ce  signe,  85 

Comment  les  valeurs  affectées  du  signe — doivent  satisfaire  aax 

e'quations  du  problème,  88 

Re'sumé  des  remarques  préce'dentes ,  90 

Ce  que  c'est  que  les  solutions  négatit^es  ,  91 

Démonstration  des  règles  du  calcul  des  quanti te's  négatives  îsole'es ,  92 
Comment  se  combinent ,  par  rapport  .fleurs  signes,   les  monômes 

isolés ,  "         93 

Comment  on  peut  trouver  le  véritable  énoncé  d'une  question  pour 

laquelle  on  a  rencontré  des  valeurs  négatives ,  94 

Problème  dont  les  différens  cas  offrent  des  exemples  des   diverses 

singularités  que  peuvent  présenter  les  expressions  des  inconnues  , 

dans  les  équations  du  premier  degré,  ibid. 

Ce  que  signifie  ,  le  résultat  — ,  lOi 

le  résultat— ,  io3 

o  ' 

JYote  sur  l'emploi  du  mot  îilentique  ,     ■  ..^  io4 

Conclusion  générale  de  ce  qui  précède,  îo5 

Usage  du  changement  de  signe  des  quanthés,    pour  comprendre 

plusieurs  questions  en  une  seule,  i^iil- 

Résolution  des  problèmes  précédens,  on  n'y  employant  qu'une  seule 

inconnue,  ï^6 

Problème  qui   mène  aux  équations  générales  d-j\   premier  degré   h 

deux  inconnues,  no 

De  la  résolution  d'un  nombre  quelconque  d* équations 
du  premier  degré  renfermant  un  pareil  nombre  d'in- 
connues ,  1 1 4 

Règle  générale  pour  en  déduire  une  équation  à  une  seule  inconuae , 

en  chassant  on  éliminant  successivement  toutes  les  autres,    iltid. 

Exemples ,  ihid. 

Problèmes  à  résoudre,  ï2i 


V)  TABLE. 

Formules  générales  pour  la  résolution  des  équations  du 
premier  degré  y  page  laS 

Procède  général  pour  éliminer  entre  deux  équations,  une  inconnue 
au  premier  degré' ,  1 24 

Valeurs  générales  des  inconnues  dans  les  équations  du  premier  degré 
h  trois  inconnues,  lag 

Règle  gt'nérale  pour  fomier  les  valeurs  des  inconnues,  i3i 

Application  des  formules  générales,  i3a 

Des  équations  du  second  degré  d  une  seule  inconnue,  1 34 

Exemples  des  équations  du  second  degré  qui  ne  contiennent  qu\m 
terme  inconnu,  ibid. 

De  l'extraction  des  racines  quarrées  des  nombres  entiers,  i35 

Des  nombres  qui  ne  sont  pas  des  quarrés  parfaits,  142 

Caractère  auquel  on  reconnaît  que  la  racine  trouvée  n'est  pas  trop 
faible,  i43 

Comment  on  fait  le  quarré  d'une  fraction ,  et  comment  on  en  ex- 
trait la  racine  ,  ibiil. 

Tout  nombre  premier  qui  divise  le  produit  de  deux  nombres,  divise 
nécessairement  l'un  de  ces  nombres,  i44 

JVote  sur  la  décomposition  des  nombres  en  facteurs ,  et  sur  le  carac- 
tère des  fractions  irréductibles  ,  i45 

Les  nombres  entiers  qui  ne  sont  point  des  quarrés,  n'ont  point  de 
racine  en  nombre  entier,  ni  en  nombre  fractionnaire,  146 

Ce  que  c'est  qn'nn  nombre  commensurable  ou  rationnel,     147 

Comment  on  indique  par  un  radicalhs  racines  h  extraire,       ibid. 

Méthode  pour  approcher  des  racines,  ibid. 

Méthode  pour  abréger,  par  la  division  ,  l'extraction  des  racines,   149 

Méd)odc  pour  la  continuer  indéfiniment  par  les  fractions  ordi- 
naires,  i5o 

Manière  d'obtenir,  le  plus  simplement  possible  ,  la  racine  approchée 
d'une  fraction  dont  les  termes  ne  sont  pas  des  quarrés,  l5i 

Résolution  des  équations  du  second  degré  qui  ne  contiennent  que  le 
quarré  de  l'inconnue,  iSa 

La  racine  qtiarrée  d'une  quantité  peut  être  prise  avec  le  signe  <-f-  ou 
le  signe  — ,  t54 

La  racine  quax-réc  d'une  quantité   ncc^ativc  est  imaginaire ,        i56 

Des  équations  complètes  du  second  degré,  ,  '  iS^ 

Formule  générale  pour  la  résolution  des  équations  du  second  degré 
à  une  seule  inconnue,  .  '.   """        160 

Règle  générale  qu'il  faut  suivre  pour  les  résoudre,  ibid. 

Exemples  sur  lesquels  on  montre  lc«  propriétés  des  solutions  néga- 
tives ,  ^^t'^' 

Question  qui  fait  voir  dans  quels  cas  les  problèmes  du  second  de- 
gté  deviennent  absurdes  ,  '^4 


TABLE.  Vlj 

Des  expressions  qu'on  appelle /w(?^^i/jaiVe5  ,  page  1G7 

Preuve  directe  q_ue  les  équations  du  second  degré  ont  toujours  deux 

racines,  168 

Re'solution  de  quelques  problèmes ,  1 70 

Question  qui  mène  à  des  valeurs  singulières,  lorsqu'on  la  résout 

par  la  formule  générale,  1^4 

De  l'extraction  de  la  racine  quarrée  des  quantités  cZ- 
gébriques ,  1 80 

Transformation  au  moyen  de  laquelle  on  peut  simplifier  les  quan- 
tités radicales ,  ibid. 
Extraction  de  la  racine  quarrée  des  quantités  monômes,  181 
— — — —  des  polynômes ,                                                                  i83 

De  la  formation  des  puissances  des  monômes ,  et  de 
V extraction  de  leurs  racines  ,  1 87 

Table  des  7  premières  puissances  des  nombres,  depuis  i  jusqu'à  g,  1 88 
Comment  on  élève  une  quantité  monôme  h  une  puissance  quel- 
conque, 189 
Comment  on  extrait  la  racine  d'un  degré  quelconque ,  d'une  quan- 
tité monôme ,  ibid. 
Comment  on  simplifie  une  expression  radicale  monôme  ,  190 
Des  rficines  imaginaires  en  général,  191 
Des  exposans  fractionnaires,  ig^a 
Des  exposans  négatifs,                              '                                           i^3 

De  la  formation  des  puissances  des  quantités  complexes  y 

196 

Manière  d'indiquer  ces  puissances ,  ibid. 

Forme  du  produit  d'un  nombre  quelconque  de  facteurs  du  premier 
degré,  19-7 

Observations  au  moyen  desquelles  on  déduit  de  ce  produit  le  dé- 
veloppement de  la  puissance  quelconque  d'un  binôme,  200 
Théorie  générale  des  permutations  et  des  combinaisons,  201 
Formation  du  développement  d'une  puissance  quelconque  du  bi- 
nôme, 2o5 
Terme  général  de  la  formule  du  binôme ,  206 
Application  de  la  formule  du  binôme  à  des  exemples,  ibid. 
Transformation  de  cette  formule  pour  en  faciliter  l'usage,  208 
Application  à  un  trinôme ,                                                                 209 

DeV  extraction  des  racines  des  quantités  complexes,  ibid. 

De  l'extraction  de  la  racine  cubique  des  nombres  entiers,        ibid. 


vil)  TABLE. 

De  l'extraction  de  la  racine  cubique  des  fractions,  page  214 

Proce'dcs  pour  approcher  des  racines  cubiques  des  uoiubres  qui  ne 
sont  pas  des  cubes  parfaits,  a  16 

De   l'extraction  des  racines  de  degrés  plus  clercs  ,  ai 7 

De  l'extraction  des  racines  des  quantités  littérales,  aao 

Des  équations  à  deux  termes  ,  û22 

Division  de  ar'"  —  a"'  par  a:  —  rt,  224 

Des  facteurs  de  l'équationx"» —  a"*  =0,  et  des  racines  de  rnnité ,  225 
Loi  générale  sur  le  nombre  des  racines  d'une  équation  ,  et  distinction 
des  déterminations  arithmétiques  et  des  déterminations  algé- 
briques des  racines  des  nombres,  228 

Des  équations   qui  peuvent  se  résoudre  à  la   manière 
de  celles  du  second  degré ,  2q8 

Détermination  de  leurs  diverses  racines,  "  229 

Pu  calcul  des   radicaux,  g3i 

Procédés  pour  effectuer  sur  les  radicaux  de  même  degré,  les  quatre 
opérations  fondamentales,  282 

— — pour  élever  à  une  puissance  quelconque  un  radical,        235 

— — pour  en  extraire  la  racine  d'un  degré  quelconque ,       236 

— pour  ramener  au  même  degré  des  radicaux  de  degrés  diffé- 

rens ,  2,37 

T"— — ~~  pour  passer  sous  un  radical    un  facteur  qui    en  est  de- 
hors ,  238 
— — " pour  la  multiplication  et  la  division  des  radicaux  quel- 
conques ,                                                                          ibid. 

Remarques  sur  quelques  cas  singuliers  du  calcul  des 
radicaux ,  aSg 

Détermination  du  produit  !/  —  «X     V^—"^}  ilnd. 

Des  diverses  expressions  du  produit  \/  a  X  \/  ^>  ^4" 

iVbtesur  les  racines  imaginaires  de  —  i ,  '-i|2 

Du   calcul  des  çxposans  fractionnaires  ,  ^43 

Comment  on  en  conclut  les  règles  données  par   le  calcul  dos  ra- 
dicaux ,  il4d, 
A  quoi  tient  l'avantage  qu'il  a  sur  ce  dernier,  4^G 

Théorie  générale  des  équations  ,  i^'4^> 

Sous  quelle  forme  ou  met  les  équations,  2^7 


T    A    li    L    E.  IX 

Ce  que  c'est  que  la  racine  d'une  équation,  '  page  aiS 

Propo<*ition  fondamentale  de  cette  théorie,  l'bid. 

De  la  décomposition  des  équations  en  facteurs  simples  ou  du  pre- 
mier degré,  aSo 
Du  nombre  de  diviseurs  du  premier  degré  que  peut  avoir  une  équa- 
tion ,                                                                                                    îSa 
De  la  composition  d'une  équation  par  des  facteurs  simples  ou  du 
premier  degré,                                                                                 ibid. 
JYote  sur  la  divisibilité  des  polynômes  entiers  ,                           ibid. 
Formation  des  coefficiens  d'une  équation ,                                     253 
IVote  sur  la  composition  des  équations ,                                           254 
Combien  une  équation  peut  avoir  de  facteurs  d'un  degré  donné,  255 

De  V élimination  entre  les  équations  des  degrés  supé- 
rieurs au  premier ,  267 

Par  la  substitution  de  la  valeur  de  l'une  des  inconnues  ,  ibll. 

Règle  pour  faire  disparaître  un  radical ,  _  258 

Formules  générales  des  équations  h  deux  inconnues,  et  comment  on 
les  met  sous  la  forme  d'équations  à  vme  seule,  25g 

Formules  d'élimination  entre  deux  équations  du  second  degré,  ihid. 

Condition  que  doivent  remplir  les  valeurs  d'une  même  inconnue, 
commune  à  deux  équations,  260 

Comment  la  recherche  du  commun  diviseur  de  deux  équations  con- 
duit h  l'élimination  de  l'une  des  inconnues,  261 

Ce  qu'il  faut  faire  lorsqu'on  a  obtenu  la  valeur  de  l'une  des  inconnues 
dans  l'équation  finale  ,  pour  remonter  à  celle  d«  l'autre  incon- 
nue ,  263 

Procédé  pour  éliminer  une  inconnue  entre  deux  équations  quel- 
conques ,  ibid. 

Cas  singuliers  dans  lesquels  les  équations  proposées  laissent  la  ques- 
tion indéterminée ,    ou  bien  sont  contradictoires,  263 

Procédé  qu'Euler  substitue  à  la  recherche  du  commun  diviseur,    265 

Inconvéniens  de  l'élimjuation  successive  des  inconnues ,  lorsqu'on  a 
plus  de  deux  équations,  et  indication  du  degré  auquel  doit  momer 
l'équation   finale,  270 

De  la  recherche  des  racines  commensurables ,  et  des 
racines  égales  des  équations  numériques ,  27 1 

Toute  équation  dont  les  coefficiens  sont  des  nombres  entiers,  celui 

du  premier   terme   étant   i ,  ne  peut  avoir  pour  racines  que  des 

nombres  entiers,  ou  des  nombres  incommensurables,  ibid. 

Manière  défaire  évanouir  les  fractions  dans  une  équation,  27'* 

Recherche  des  diviseui s  comnv.nsurablcs  du  premier  degré,        274 


X  TABLE. 

Manière  d'oblcnîr  l'équation  dont  les  racines  sont  les  difFercnccs  entre 
une  des  racines  delà  proposée  et  toutes  les  autres,  P'^ge  280 

Recherche  des  racines  égales,  281 

Formation  de  l'cquation  aux  différences  entre  les  racines  prises 
deux  îl  deux,  et  de  l'équation  aux  quarresdeccs  différences,  q85 

Moyen  pour  faire  disparaître  un  terme  quelconque  d'une  équa- 
tion ,  287 

De  la  décomposition  des  équations  en  facteurs  d'un  degré  supérieur 
au  premier,  288 

De  la  résolution  par   approximation    des    équations 

numériques ,  ;  /  209 

Comment  on  peut  reconnaître  qu'une  équation  a  une  racine  réelle 

comprise  entre  deux  nombres  donnés,  ihid. 

Note  sur  les  changemens  de  valeur  des  polynômes  ,  29T 

Détermination  d'un  nombre  qui  rend  le  premier  terme  plus  grand 

que  la  somme  de  tous  les  autres ,  294 

Toute  équation  de  degré  impair  a  au  moins  une  racine    réelle  de 

signe  contraire  h  son  dernier  terme,  297 

Toute  équation  de  degré  pair  a  au  moins  deux  racines  réelles  et  de 
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Nouions  préliminaires  sur  le  passage  de 
^        /'Arithmétique    à    /'Algèbre, 
explication  eu  usage  des  signes  algébri- 

1 .  Un  a  dû  remarquer  dfînsle  Traité  élémentaire  d'A-- 
rithmétique  ,  plusieurs  questions  dont  la  solution  se 
compose  de  deux  parties  :  l'une  ayant  pour  but  de 
chercher  auxquelles  des  quatre  opérations  fondamen^ 
taies  se  rapporte  la  détermination  du  nombre  inconnu 
par  le  moyen  des  nombres  donnés  ,  et  l'autre  l'appli- 
cation de  ces  règles.  La  première  partie  ,  indépen- 
dante de  toute  manière  d'écrire  les  nombres  ou  de  tout 
système  de  numération ,  repose  entièrement  sur  le  dé- 
veloppement des  conséquences  qui  résultent  explicite- 
ment ou  implicitement  de  l'énoncé ,  ou  de  la  manière 
dont  cet  énoncé  lie  les  nombres  donnés  aux  nombres 
inconnus  ,  c'est  -  à  -  dire  des  relations  qu'il  établit 
entre  ces  nombres.  En  général  on  peut ,  si  ces  rela- 
tions ne  sont  pas  compliquées ,  trouver  par  le  simple 
raisonnement  ,  la  valeur  des  nombres  inconnus.  Il 
faut  pour  cela  décomposer  les  conditions  que  ren- 
.      Elém.  d'Algèbre,    i^^  édition.  i 
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ferment   les    relations   énoncées  ,    en    traduisant  cet 
relations  dans   une    suite   de    phrases    équivalentes  , 

dont  la  dernière    doit  être  conçue  en    ces   termes  : 
L'inconnue  égale  la  somme ,  ou  la  différence ,  ou  le 

produit,  ou  le  quotient  de  telles  et  telles  grandeurs. 

L'exemple  suivant  éclaircira  ce  que  Ces  notions  générales 

pourraient  renfermer  d'obscur. 

Partager  un  nombre  donné  en  deux  parties  telles,  que 

la  première  surpasse  la  seconde  d'un  excès  donné. 
Pour  y  parvenir,  on  observera,  i°.  que 

La  plus  grande  partie  est  égale  à  la  plus  petite, 
plus  l'excès  donné, 

et  que  par  conséquent,  si  la  plu?  petite  partie  était  con- 
nue, en  lui  ajoutant  cet  excès,  on  aurait  la  plus  grande: 
2".  que 

La  plus  grande  partie  ajoutée  avec  la  plus  petite 
partie ,  forme  le  nombre  à  partager. 

Substituant  dans  cette  dernière  phrase ,  à  ces  mots  :  la 
plus  grande  partie,  l'expression  équivalente  rapportée 
plus  haut  ,  savoir  :  la  plus  petite  partie ,  plus  [excès 
donné  j  on  trouve  que 

f^a  phspçtite  partie ,  plus  l'excès  donné ,  pluf  encore 
la  plus  petite  partie ,  forment  le  nombre  à  partager. 

M^is  alpr^  la  phrase  peut  être  abrégée,  en  l'énpnçawt 
m^i  ; 

Deux  fois  la  plus  petite  partie ,  ajoutées  av^c  Vexc^s 
donné ,  forment  le  nombre  à  partager  ; 
eJt  on  (Çp  conclut  nécessairement  que 

Deux  fois  la  plus  petite  partie  sont  égales  au  nombre  4 
partager ,  diminué  de  l'excès  donné  •  ' 
donc  ^ 

Une  fois  la  plus  petite  partie  est  égale  à  la  moitié  de  la 
différence  entre  le  nombre  â  partager  et  l'excès  donné. 

Ou,  ce  qui  est  la  même  clio?«, 
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La  plus  petite  partie  est  égale  à  la  moitié  du  nombre  à 
partager ,  moins  la  moitié  de  l'excès  donné. 

Voilà  donc  la  question  proposée  résolue,  puisque  poijr 
obtenirles  parties  cherchées,  il  suffit  de  faire  des  opéra- 
tions purement  arithmétiques  sur  des  nombres  connus^ 

Si,  par  exemple,  le  nombre  à  partager  était  9  ,  et 
l'excès  de  la  plus  grande  partie  sur  la  plus  petite,  5  ,  la 
pli^s  petite  partie  serait,  d'aprèsla  règle  ci-dessus,  égale 
à  I  moins  | ,  ou  à  | ,  ou  enfin  à  2  ;  et  la  plus  grande,  com- 
posée de  la  plus  petite  plus  l'excès  5  ,  serait  égale  à  7. 

2.  Les  raisonnemens ,  fort  simples  dans  le  problème 
proposé  ci-dessus ,  mais  très  compliqués  dans  d'autres , 
se  composant,  en  général,  d'un  certain  nombre  d'ex- 
pressions, telles  que  ajouté  à.  diminué  de,  est  égala,  etc., 
répétées  fréquemment ,  et  qui  tiennent  aux  opérations 
par  lesquelles  les  grandeurs  qui  entrent  dans  l'énoncé 
de  la  question ,  sont  liées  entre  elles ,  il  est  visible 
qu'on  abrégerait  beaucoup  en  représentant  chacune  de 
ces  expressions  par  un  signe;  et  c'est  ^ussi  ce  qu'on  fait, 
comme  il  suit. 

Pour  indiquer  l'addition,  on  se  sert  du  signe  +,  qui 
signifie  plus. 

Pour  la  soustraction,  on  se  sert  du  signe  — ,  qui 
signifie  moins. 

Pour  la  multiplication ,  on  se  sert  du  sighe  X  >  qui 
signifie  multiplié  par. 

Pour  écrire  que  deux  quantités  doivent  être  divisées 

l'une  par  Vautre ,  ou  place  la  seconde  sous  la  première, 

5 
et  on  les  sépare  par  un  trait  :  r-  signifie  5  divisé  par  4- 

Enfin  pour  marquer  que  deux  quantités  sont  égales ,  on 
met  entre  leurs  expressions  le  signe  ==,  qui  signifie  ega/e. 

Ces  abréviations,  quoique  déjà  très  considérables,  ne 
suffisent  pas  encore ,  car  on  est  obligé  de  répéter  souvent 

1 . . 
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le  nombre  à  partager,  le  nombre  donné,  etc.,  laplus petite 
partie ,  le  nombre  cherché,  etc.,  ce  qui  allonge  beaucoup. 
A  l'égard  des  données,  l'expédient  qui  s'est  offert  le 
premier  ,  a  été  de  prendre ,  pour  les  représenter  , 
des  nombres  déterminés  qui  servent  d'exemple,  comme 
on  en  use  en  Arithmétique;  mais  la  chose  n'étantpas  pos- 
sible à  l'égard  des  nombres  inconnus,  on  y  a  substitué 
un  signe  de  convention ,  qui  a  varié  avec  le  temps. 
On  s'est  enfin  accordé  à  employer  les  lettres  de  l'alpha- 
bet -,  presque  toujours  on  se  sert  des  dernières  , 
comme  en  Arithmétique  on  met  un  x  pour  le  quatrième 
terme  d'une  proportion  dont  on  ne  connaît  que  les  trois 
premiers;  et  c'est  de  l'usage  de  ces  divers  signes  qu'est 
résultée  V Algèbre. 

Je  vais,  par  leur  moyen  ,  reprendre  la  question  du 
n°  1  ,  et  je  représenterai  l'inconnue  ou  le  plus  petit 
nombre  par  une  lettre,  a:,  par  exemple;  le  nombre 
à  partager  et  l'excès  donné  ,  par  les  deux  nombres 
j:)  et  5  ;  la  plus  grande  des  parties  cherchées  sera 
exprimée  par  r-f-5,  et  leur  somme  parj:-|-5-|T:r  : 
on  aura  donc 

,r  4-  5  -f  X  ~  9  ; 

mais  en  écrivant  9.x  pour  le  double  de  la  quantité  x  ,  il 
6a  résultera 

2,r  -f-  5  =  9. 

Cette  expression  montrant  qu'il  faut  ajouter  5  au  nombre 
ax  pour    former   9,    j'en  conclurai  que   2.r=9  —  5, 

ou  que  9.x  .-=  4>  ^t  qu'enfin  x  ^^  -=2. 

Enrapprochant  maintenant  ce  que  signifient  lesphrases 
abrégées  que  je  viens  d'écrire  au  moyen  des  signe? 
convenus,  de  celles  qui  m'ont  conduit  à  la  solution 
par  le  raisonnement  seul  ,  on  verra  que  les  unes  ne  sont 
que  la  traduction  des  autres. 

Le  nombre  2,  résultat  des  opération»  précédente?, 


T' 
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ne  convient  qu'à  l'exemple  particulier  que  j'ai  choisi, 
tandis  que  le  raisonnement  seul  ,  en  apprenant  que 
la  plus  petite  partie  est  égale  à  la  moitié  du  nombre 
à  partager ,  moins  la  moitié  de  l'excès  donné ,  fait  voir 
comment  le  nombre  inconnu  se  compose  avec  les  nom- 
bres donnés ,  et  fournit  une  règle ,  à  l'aide  de  laquelle 
on  peut  résoudre  tous  les  cas  particuliers  compris  dans 
la  question. 

Cet  avantage  du  raisonnement  employé  seul ,  tient  à 
ce  qu'en  ne  désignant  aucun  nombre  en  particulier  ,  les 
nombres  donnés  passent  sans  altération  d'une  phrase  à 
l'autre  ,  tandis  qu'en  considérant  des  nombres  détermi- 
nés ,  on  effectue  à  mesure  toutes  les  opérations  qui  se 
présentent  sur  ces  nombres  ;  et  quand  on  est  par- 
venu au  résultat ,  rien  ne  retrace  comment  le  nombre 
2  ,  auquel  on  peut  arriver  par  une  infinité  d'opérations 
différentes ,  a  été  formé  par  les  nombres  donnés  9  et  5. 

3.  On  évitera  ces  inconvéniens  en  représentant ,  par 
des  caractères  indépendans  de  toute  valeur  particulière , 
et  sur  lesquels  on  ne  puisse  par  conséquent  effectuer  au- 
cun calcul,  le  nombre  à  partager  et  V excès  donné.  Les 
lettres  de  l'alphabet  sont  très  propres  à  cet  usage;  et  la 
question  proposée  peut ,  par  leur  moyen ,  s'énoncer  ainsi  : 

Partager  un  nombre  connu,  représenté  par  a,  en  deux 
parties  telles ,  que  la  plus  grande  ait  sur  la  plus  petite  un 
excès  donné,  représenté  par  b.  '   j. 

Désignant  toujours  la  plus  petite  par  x  y 

La  plus  grande  sera  exprimée  par  a:  +  Z>  ; 

Leur  somme ,  ou  le  nombre  à  partager ,  sera  équiva- 
lent kx  -\-b  -{-x  jOM.ko.X'^b  : 

La  condition  de  la  question  donnera  donc 

2X  -^b=:a. 

Maintenant  il  est  visible  que  s'il  faut  ajouter  au  doubla 
de  .r ,  ou  à  2x  ,  la  quantité  6,  pour  faire  la  quantité  a ,  U 
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en  résulte  qu'il  faut  diminuer  adeèpour  obtenir  ax',  et 
que  par  conséquent  2±=  a  —  b. 

On  conclura  de  là  que  la  moitié  dé  2  a?  o\ïx  2s=  t  -^  - . 
•  3       2 

Ce  dernier  résultat  étant  traduit  en  langage  ordinaire , 
par  la  substitution  des  mots  et  des  phrases  que  désignent 
les  lettres  et  les  signes  qu'il  renferme ,  donne  la  règle 
trouvée  ci-dessus,  d'après  laquelle,  pour  obtenir  laplus 
petite  des  parties  cherchées ,  on  doit ,  de  la  moitié  du 

hÔThbré  à  partager,  ou  de  - ,  retrancher  la  moitié  de 

ïexcès  dotiné ,  ou  -. 
a 

Connaissant  la  plus  petite  partie ,  on  aura  la  plus 
grande  en  ajoutant  à  la  plus  petite  l'excès  doriné.  Cette 
remarque  est  suffisante  pour  achever  de  résoudre  la 
question  proposée;  mais  l'Algèbre  donne  plus,  elle  four- 
nit une  règle  pour  calculer  la  plus  grande  partie  sana  \è 

à       b 
èecours  de  la  plus  petite ,  et  voici   comment  : ' 

êi^ût  ïa  talent  de  cêïïé-cî ,  éïirâugfnentànt  derexcés  b, 

on  aura  pour  la  plus  grande  partie, -|-  b  ,  ^r, 

h  è  exprime  qu'après  avoir  retranché  de  -  la  moi- 
tié de  b ,  il  faut  ajouter  an  reste  b  tout  entier ,  mi  deux 
moitiés  de  b ,  ce  qui  se  rédtiît  à  àugmetitèt  -  éftTiéihOî- 

tié  de  b  ou  dfe  -.  Il  est  évident  pràj^  M  qUé  --^-  +  ^J-e- 
2  ^^22 

y  a      h  ,   . 

vient  a  -  -f  ■*  j  ^t  en  traduisant  cette  expression ,  on  ap- 

Irrend  que  /«  plus  grande  des  deux  parties  cherchée^ 
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est  é^àle  à  la  moitié  du  nombre  à  partager  plus  la 
moitié  de  l'excès  donné. 

Dans  la  question  particulière  dont  je  me  suis  occupé 
en  premier  lieu ,  le  nombre  à  partager  était  9 ,  l'excès 
d'une  partie  sur  l'autre ,  5  ;  pour  la  résoudre  par  les 
règles  auxquelles  je  viens  de  parvenir  ,  il  faudra 
effectuer  sur  les  nombres  g  et  5  les  opérations  indiquées 
sur  a  et  sur  5.  ^  ■.'■■^>v.', 

tiâ  moitié  de  9  étant  -  ^  et  celle  de  S  étant  -  ,    on    aura 

pôùf  la  plus  petite  partie , 

222        * 
pour  la  plus  grande , 

a'^â  2  ^' 
4.  J'ai  désigné  ci-dessus  par  x  la  plus  petite  dés  àéûû 
parties ,  et  j'en  ai  déduit  la  plus  grande  :  si  Ton  vou- 
lait chercher  immédiatement  cette  dernière ,  on  obser- 
verait qu'en  la  représentant  par  07,  l'autre  serait  x—Z> , 
puisqu'on  passe  de  la  plus  grande  à  la  plus  petite  ,  en  re- 
tranchant l'excès  de  la  première  sur  la  seconde  *,  le 
nombre  à  partager  serait  alors  exprimé  par  x  —  b  -{-  x, 
im  par  2x  —  b,  et  on  aurait  par  conséquent 

2x  —  b=za. 
Ce  résultat  fait  voir  que  qx  surpasse  la  quantité  a  de  la 
quantité  b,  et  que  par  conséquent  Qx  =  a-^b.  En  pre- 
nant la  moitié  de  2x  et  de  la  quantité  qui  lui  est  égale, 
pour  avoir  la  valeur  dex,  on  tire  de  là 

a  .  b 

22 
ce  qui  donne ,  pour  calculer  la  plus  grande  des  deux 
parties  eherchées ,   1^  m^êjpie  règle  que  ci-dessus.  Je 
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ne  m'arrêterai  pas  à  en  déduire  l'expression  de  la  plus 
petite. 

Lamême  relation  entre  des  nombres  donnés  et  des  nom- 
bres inconnus,  peut  être  énoncée  de  plusieurs  manières 
très  différentes  ;  celle  qui  a  conduit  à  la  question  précé- 
dente ,  est  aussi  celle  qui  résulte  de  l'énoncé  que  voici  : 

Connaissant  la  somme  a  de  deux  nombres ,  et  leur  dif- 
férence h  ,  trouver  chacun  de  ces  nombres  ;  puisqu'en 
d'autres  termes  le  nombre  à  partager  est  la  somme 
des  deux  parties  cherchées  ,  et  que  leur  différence  est 
l'excès  de  la  plus  grande  sur  la  plus  petite.  Ce  chan- 
gement dans  les  termes  de  l'énoncé  étant  appliqué  aux 
règles  trouvées  ci-dessus,  elles  donnent  : 

Le  plus  petit  des  deux  nombres  cherchés  est  égal  à  Zq 
moitié  de  la  somme  moins  la  moitié  de  la  différence. 

Le  plus  grand  est  égal  à  la  moitié  de  la  somme  plus  la 
moitié  de  la  différence. 

5.  Yoici  une  question  analogue  à  la  précédente,  mais 
un  peu  plus  compliquée  : 

Partager  un  nombre  donné  en  trois  parties  telles,  que 
l* excès  de  la  moyenne  sur  la  plus  petite  soit  un  nombre 
donné,  et  V excès  de  la  plus  grande  sur  la  moyenne  soit 
un  autre  nombre  donné. 

Pour  fixer  les  idées,  je  donnerai  d'abord  aux  nombres 
connus  des  valeurs  déterminées  : 

Je  supposerai  que  le  nombre  à  partager  soit  aSo , 
Que  l'excès  de  la  partie  moyenne  sur  la  plus  petit^ 

soit  4o,  '  t.      if ;  ,^ 

Que  l'excès  de  la  plus  grande  partie  sur  la  moyenne 

soit  60. 

Désignant  la  plus  petite  partie  par  x , 

La  moyenne  sera  la  phis  petite  plus  4o,  ou  x  -f-  4°» 
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Et  la  plus  grande   sera  la   moyenne    plus  60 ,  ou 

X'  +  4o  -f*  ^o  j 

Or,  les  trois  parties  prises  ensemble  doivent  faire  le 

nombre  à  partager  :  donc 

a: -1- x  4- 4°  "H  ^  +  4°  +  ^o  ^=  ^^°- 
En  réunissant  d'une  part  les  nombres  donnés ,    et  de 
l'autre  les  nombres  inconnus,  a:  se  trouvera  3  fois  dans  le 
résultat;  et  pour  abréger,  on  écrira 

3x-}-  i4o  =  25o. 

Mais  puisqu'il  faut  ajouter  i4o  au  triple  de  x  pour  faire 
sSo,  il  s'ensuit  qu'en  ôtant  i4ode  23o,  on  aura  précisé- 
ment le  triple  de  a:,  ou  que 

3a;  =  aSo  —  i4o, 
ou  que 

3j:t=go; 

et  il  suit  de  là  que  x  =™  ou  =  3o. 

En  ajoutant  à  3o  l'excès  4o  de  la  moyenne  sur  la  plus 
petite,  on  aura  70  pour  la  partie  moyenne. 

En  ajoutant  à  70  l'excès  60  de  la  plus  grande  partie 
sur  la  moyenne,  on  aura  i3o  pour  là  plus  grande  partie. 

6.  Si  les  nombres  connus  étaient"  différens  de  ceux 
que  j'ai  mis  dans  l'énoncé,  on  résoudrait  encore  la  ques- 
tion en  suivant  la  marche  tracée  dans  le  numéro  précé- 
dent ;  mais  on  serait  obligé  de  répéter  tous  les  raisonne- 
mens  et  toutes  les  opérations  par  lesquelles  on  est  par- 
venu au  nombre  3o ,  parce  que  rien  ne  montre  comment 
ce  nombre  se  compose  des  nombres  donnés,  23o ,  4° 
et  60.  Pour  rendre  la  solution  indépendante  des  valeurs 
particulières  des  nombres,  et  faire  voir  comment  la  valeur 
de  l'inconnue  se  forme  au  moyen  des  quantités  connues, 
je  vais  énoncer  le  problème  ainsi  : 

Partager  le  nombre  donné  a  en  trois  parties  telles ,  que 
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l'excès  de  la  moyenne  sur  la  plus  petite  soit  un  nombre 
donné  h ,  et  l'excès  de  la  plus  grande  sur  la  moyenne  soit 
ttn  nombre  donné  c. 

En  désignant  comme  ci-dessus  par  x  la  quantité  in- 
connue ,  et  en  écrivant ,  à  l'aide  des  signes  convenus  et 
des  symboles ,  a ,  b ,  c ,  qui  représentent  les  quantités 
connues  de  la  question ,  les  raisonnera ens  faits  précédem- 
ment sur  les  nombres,  on  formera  de  nouveau 
la  plus  petite  partie  x , 
la  moyenne  x  -\-  b , 

la  plus  grande  a:  -f  Zr-f-  c  ; 

et  la  réunion  de  ces  trois  parties  faisant  lé  nombre  à 
partager ,  il  faudra  que 

x-j-x  -^-b-^-x-^-b-^  c=za. 
Cette  expression,  toute  simple  qu'elle  est,  peut  encore 
s'abréger  ;  car  puisqu'elle  montre  que  x  entre  trois  fois 
dans  le  nombre  à  partager,  et  que  b  y  entre  deux  fois ,  au 
lieu  de  x -\-  x -^  x  y  j'écrirai  3x,  au  lieu  de-f-è  +  è, 
f  écrirai  -^  zb ,  et  il  viendra 

3x  4-  20  -j-  c  =  a. 

Cette  dernière  expression  fait  connaître  qu'il  faut 
ajouter  au  triple  du  nombre  représenté  par  x ,  le  double 
du  nombre  représenté  par  b  et  encore  le  nombre  c,pour 
former  le  nombre  a  \  il  s'ensuit  que  si  du  nombre  a,  on 
ôte  le  double  du  nombre  b ,  puis  encore  îe  nombre  c , 
on  aura  précisément  le  triple  de  x,  ou  que 

3a;  =  a— ai— c-, 
«*  x  étant  le  tior^  de  trôi»^f<HS  jp,  oi^de  3a? ,  on  en  conclura 
«pie 

a —  Q,b  — Cr 

^=         5  • 

Il  faut  bien  remarquer  que  il'â)»atnt  assigné  aucune 
vahïur  particulière  aux  nombres  représenté»  parût,  h  ,  c, 
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lé  résTïItâ!  âuijuél  je  èuis  parvenu  ne  donne  non  plus  au- 
cUtié  valeur  pour  ±]  il  indique  seulement  quelles  opé- 
rations il  faut  faire  éur  ces  rioîtibres,  lorsqu'on  leur 
aésigne  uïlè  valeur ,  pour  en  déduire  celle  de  l'in- 
éonriiie. 

En  effet,  l'expression — :— ,  à  laquelle  x  est 

égal,  peut  être  rendue  dans  le  langage  ordinaire,  en 
écrivant,  à  la  place  des  lettres,  la  dénomination  des 
nombres  qu'elles  représentent,  et  à  la  place  des  signes, 
renonciation  des  opérations  qu'ils  indiquent;  on  formera 
ainsi  cette  phrase  : 

Du  nombre  à  partager ,  ôtez  le  double  de  V excès  de  la 
partie  moyenne  sur  la  plus  petite ,  et  encore  l'excès  de 
la  plus  grande  sur  la  moyenne  y  et  prenez  le  tiers  du  reste. 

En  suivant  cette  phrase  à  la  lettre,  on  déterminera, 
par  les  premières  opérations  de  l'Arithmétique ,  la  plus 
petite  partie.  Le  nombre  à  partager  étant,  par  exemple, 
23o,  les  excès  4o  et  60,  comme  dans  le  numéro  précé- 
dent, on  ôtera  de  aSo,  deux  fois  40j  ou  80,  et  60 ,  il 
restera  90,  dont  le  tiers  sera  3o ,  ainsi  qu'on  l'a  déjà 
trouvé. 

Si  le  nombre  à  partager  était  620 ,  les  excès  5o  et  1 20, 
on  ôteraitde  620  deux  fois5o;  ou  100,  et  120,  il  resterait 
3oo,dont  le  tiers,  ou  100,  serait  la  plus  petite  partie  ;  on 
formerait  les  deux  autres  en  ajoutant  5o  à  100,  ce  qui 
ferait  i5o  ;  puis  120  à  ce  résultat,  ce  qui  ferait  270  : 
ainsi ,  les  trois  parties  demandées  seraient 

100  ,         i5o,        270, 
et  leur  somme  serait  620 ,  ainsi  que  l'exige  la  question. 

C'est  parce  que  les  résultats  algébriques  ne  sont  le 
plus  souvent  que  l'indication  d'opérations  à  effectuer  sur 
des  nombres  pour  en  trouver  d'autres,  qu'on  les  appelle 
en  général  formules* 
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Cette  question,  quoique  plus  compliquée  que  celle  du 
numéro  i  ,  peut  encore  être  résolue  avec  le  langage 
ordinaire;  c'est  ce  qu'on  voit  dans  le  tableau  ci-joint , 
où  l'on  a  placé  vis-à-vis  de  chaque  raisonnement,  sa  tra- 
duction en  caractères  algébriques.  L'examen  attentif  de 
ce  tableau  ne  doit  laisser  aucun  doute  sur  l'utilité  de 
l'Algèbre  et  sur  les  circonstances  de  son  invention. 
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n.  Les  signes  convenus  dans  le  numéro  2  ne  sont  pas 
les  seuls  dont  on  se  serve  en  Algèbre  ;  de  nouvellef 
considérations  en  introduiront  par  la  suite  de  riour 
veaux.  On  a  déjà  dû  remarquer  que  j'ai  indiquf^ 
dans  le  numéro  2,  la  multiplication  de  x  par  2,  ef-  | 
dans  les  numéros  5  et  6,  celle  de  x  par  3,  celle  de  h  par  2, 
en  plaçant  seulement  ces  chiffres  a.u-^evant  des  lettres 
X  et  Z>^  sans  aucune  interposition  de  signe  ,  et  j'en 
userai  ainsi  désormais  ;  en  sorte  que  tout  nombre  placé 
,à  la  gauche  d'une  lettre  sera  multiplicateur  du  nombre 
que  représesite  cette  lettre  :  5a:,  5a  ,  etc.  désigneront 

^Î6\%x,  5foîs  a,  etc.;  -a:  ou  —y  etc.  désigneront  les 
4  4 

I  de  X  ou  3  fois  x  divisées  par  4  i  etc. 

En  général ,  la  multiplication  s'indiquera  désorm^$,e||  — 
mettant  les  facteurs  à  la  suite  les  uns  des  autres,  sai^  w 
aucune  interposition  de  signe,  toutes  les  fois  qu'il  n'*^» 
résultera  pas  de  confusion.  '-  r 

Ainsi  les  expressions  ax,hc,^ç.  seront  équivalentes'  ^ 
àaXx,bX.c,  etc. ,  mais  on  ne  pourra  pas  supprimer 
le  signe  X  lorsqu'il  s'agira  des  nombres  ,  car  alors  l'ex- 
pression  3x5,  dont  la  valeur  est  1 5 ,  devenant  35  par 
l'omission  du  signe  X,  changerait  entièrement  de  signi- 
fication. Dans  ce  cas  ,  on  substitue  souvent  un  point  au 
f igné  X ,  et  00  écrit  3.5. 
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Des  Équations. 

8.  En  examinant  avec  attention  la  solution  des  pro- 
blèmes des  numéros  3  et  6 ,  on  la  trouvera  composée  de 
deux  parties  bien  distinctes.  Dans  la  première ,  on 
exprime ,  au  moyen  des  caractères  algébriques ,  les 
relations  que  l'énoncé  de  la  question  établit  entre  les 
quantités  connues  et  les  quantités  inconnues,  et  cela  con- 
duit à  égaler  deux  quantités  entre  elles ,  savoir  : 

Dans  le  numéro  3 ,  les  quantités  2.x ^b  et  a, 

Dans  le  numéro  6,  les  quantités  3x4-2^-}-  c  et  a. 

Puis  de  cette  égalité  on  déduit  une  suite  de  consé- 
quences qui  mènent  enfin  à  égaler  l'inconnue  x  à  un 
assemblage  de  quantités  données,  liées  entre  elles  par  des 
opérations  que  l'on  sait  effectuer  :  voilà  la  seconde  partie 
de  la  solution. 

Les  deux  parties  que  je  viens  d'indiquer  se  retrouvent 
dans  presque  tous  les  problèmes  qui  sont  du  ressort  de 
l'Algèbre.  Il  est  difficile  de  donner,  au  moins  pour  le 
moment ,  une  règle  d'après  laquelle  on  puisse  effectuer 
la  première  partie,  celle  qui  a  pour  objet  la  traduction 
en  caractères  algébriques  des  conditions  de  la  question, 
n  faut,  pour  y  réussir,  se  familiariser  avec  l'écriture 
algébrique ,  et  acquérir  l'habitude  de  décomposer  l'é- 
noncé d'un  problème  dans  toutes  ses  circonstances, 
soit  explicites  ,  soit  implicites.  Mais  lorsqu'on  est  par- 
yenu  à  former  les  deux  nombres  que  la  question  sup- 
pose .égaux  entre  eux,  il  y  a  des  procédés  métho- 
diques pour  déduire  de  cette  expression  algébrique  la 
valeur  de  l'inconnue ,  ce  qui  fait  l'objet  de  la  seconde 
partie  de  la  solution.  Avant  de  les  faire  connaître,  j'ex- 
pliquerai quelques  dénominations  dont  les  Algébristes  se 
servent  à  ce  sujet. 

Une  équation  est  l'égalité  de  deu^  qiiantitéç. 
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L'ensemble  des  quantités  qui  sont  d'un  même  côté  du 
signe  =  ,  se  nomme  membre;  une  équation  a  deux 
membres. 

Celui  qui  est  à  gauche  s'appelle  le  premier  membre; 
l'autre  est  le  second. 

Dans  l'équation  2.x -^b  =  a,  20:  -|-  b  est  le  premier 
membre,  a  est  le  second  membre. 

Les  quantités  qui  composent  un  même  membre ,  lors- 
qu'elles sont  séparées  par  les  signes  -|-  ou  — ,  se  nomment 
termes. 

Ainsi  le  premier  membre  de  l'équation  q.x  -^b^  a 
renferme  deux  termes ,  savoir  :  2jc  et  -j-  b. 

L'équation  l^c-j-yir^Sa: —  12,  a  deux  termes  dans 
chacun  de  ses  membres,  savoir  : 

|ar  et  +  7  dans  le  premier, 
8  X  et  —  12  dans  le  second. 

Quoique  j'aie  pris  au  hasard,  et  pour  servir  d'exem- 
ple, l'équation I  x-j-y^Sx —  12,  elle  doit  être  consi- 
dérée, ainsi  que  toutes  celles  dont  je  parlerai  par  la 
suite ,  comme  venant  d'un  problème  dont  on  peut  tou- 
jours trouver  un  énoncé  en  traduisant  en  langage  ordi- 
naire l'équation  proposée.  Celle  dont  il  s'agit  revient  à 

Trouver  un  nombre  x  tel,  qu'en  ajoutant  7  aux  ^  dex, 
la  somme  soit  égale  à  S  fois  x  moins  12. 

De  même,  l'équation  or +  èc  —  cx=zac  —  bx,  dans 
laquelle  les  lettres  a,  b,  c  sont  censées  représenter  des 
quantités  connues ,  répond  à  la  question  suivante  : 

Trouver  un  nombre  x  tel,  qu'en  le  multipliant  par  un 
nombre  donné  a,  puis  ajoutant  le  produit  des  deux 
nombres  donnes  h  et  c,  et  retranchant  de  cette  somme 
le  produit  d'un  nombre  donnée  parle  nombre  x,  on  ait 
un  résultat  égal  au  produit  des  nombres  a  et  c  diminué 
d/'  celui  des  nombres  h  et  x.'"*"'"'^  *   ""^ 
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C'est  en  s'exerçant  beaucoup  à  passer  du  langage  ordi- 
naire à  l'écriture  algébrique,  et  à  rendre  celle-ci  dans  le 
premier,  qu'on  parviendra  à  se  familiariser  avec  l'Algè- 
bre, dont  la  difficulté  ne  consiste  guère  que  dans  la  par- 
faite intelligence  des  signes  et  de  leur  emploi. 

•  Tirer  d'une  équation  la  valeur  de  l'inconnue ,  ou  par- 
venir à  avoir  cette  inconnue  seule  dans  un  membre  ,  et 
des  quantités  toutes  connues  dans  l'autre,  c'est  ce  qu'on 
appelle  résoudre  cette  équation. 

Les  diverses  questions  qui  peuvent  se  présenter  con- 
duisant à  des  équations  plus  ou  moins  composées,  on 
à  partagé  celles-ci  en  plusieurs  classes  ou  degrés.  Je 
vais  m'occuper  d'abord  des  équations  du  premier 
degré.  On  nomme  ainsi  les  équations  dans  lesquelles  les 
inconnues  ne  sont  multipliées  ni  par  elles-mêmes,  ni 
entre  elles. 

De  la  résolution  des  équations  du  premier  degré  à  une 
seule  inconnue. 

9.  On  a  déjà  vu  que  résoudre  une  équation,  ceSt 
arriver  à  une  expression  dans  laquelle  l'inconnue  seule 
dans  un  membre  soit  égalée  à  des  quantités  connues,  com- 
binées entre  elles  par  des  opérations  qu'on  sache  effec- 
tuer. Il  suit  delà  qu'il  faut,  pour  amener  une  équation 
à  cet  état,  (dégager  l'inconnue  des  quantités  connues  avec 
lesquelles  elle  se  trouve  combinée  ;  or  l'inconnue  peut 
se  trouver  mêlée  de  trois  manières,  avec  les  quantités 
connues  : 

1°.  Par  addition  et  soustraction  ,  comme  dans   les 
équations 

0:4-5  =  9  —  oc  , 
a  -(-  a:  =  è  —  x\ 
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2°.  Par  addition ,  soustraction  et  multiplication , 
comme  dans  les  équations 

^  X  —  5  =  12  +  4^, 

3°.  Enfin  par  addition,  soustraction ,  multiplication  ç t 
division  ,  comme  dans  les  équations 
5a7      Q      11 

aX    ,  ,       77107    ,   p 

-r-4-cx—d=. H-- 

è     •  n       q 

On  dégage  l'inconnue  des  additions  et  soustractions 
où  elle  entre  avec  des  quantités  connues,  en  rassemblant 
dans  un  seul  membre  tous  les  termes  où  ellç  se  trouve  ; 
et  pour  cela ,  il  faut  savoir  faire  passer  mi  terme  d'un 
membre  dans  un  autre. 

lo.  Par  exemple,  dans  l'équation 

jx  —  5=  12  +  4^* 
il  faut  passer  le  terme  4^  du  second  membre  dans  le 
premier,  et  le  terme  —  5  du  premier  dans  le  second. 
Pour  cela,  on  doit  observer  qu'en  effaçant -|- 4  ^  ^^^^ 
le  second  membre ,  on  le  diminue  de  la  quantité  4^  f  et 
qu'il  faut  opérer  la  même  soustraction  sur  le  premier 
membre ,  pour  conserver  l'égalité  de  ces  deux  mem- 
bres; on  écrira  donc  —  4^  ^^^^  ^®  premier  membre, 
qui  deviendra  7  x  —  5  —  4  ^  >  ^^  ^'^^  ^^^^  ' 

jx  —  5  — 4^=  12- 
Effacer  —  5  du  premier  membre ,  c'est  supprimer  la  sous- 
traction indiquée  de  5  unités  ;  c'est,  par  conséquent 
augmenter  ce  membre  de  5  unités  ;  on  doit  donc ,  pour 
conserver  l'égalité,  augmenter  aussi  le  second  membre 
de  5  unités,  ou  écrire  +  5  dans  ce  membre  :  il  deviendra 
12  +5  ,  et  l'on  aura 

y  x  —  4  a;  =  12-1-5. 
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En  efFectuant  les  opérations  indiquées  ,  il  en  résultera 
l'équation  5  xz=ziy. 

Par  ces  raisonnemens ,  qu'on  peut  appliquer  à  quelque 
exemple  que  ce  soit ,  on  voit  qu'en  effaçant  dans'I^un 
membre  un  terme  affecté  du  signe  -J-  ,  et  qui  par  consé- 
quent augmentait  ce  membre ,  il  faut  soustraire  ce  terme 
de  l'autre  membre,  ou  l'y  écrire  avec  le  signe  — ;  qu'au 
contraire ,  quand  le  terme  qu'on  efface  a  le  signe  — , 
comme  par  sa  présence  il  diminuait  le  membre  où  il  était, 
il  faut  augmenter  l'autre  membre  du  même  ternie, 
ou  l'y  écrire  avec  le  signe  -{-.  On  conclura  de  là  cette 
règle  générale  : 

Pour  faire  passer  un  terme  quelconque  d'une  équation, 
d'un  membre  dans  l'autre,  il  faut  l'effacer  dans  le  mem- 
bre où  il  se  trouve ,  et  l'écrire  dans  l'autre  avec  un  sif^ne 
contraire  à  celui  qu'il  avait  d'abord. 

Pour  mettre  cette  règle  en  pratique,  il  faut  faire  at- 
tention que  le  premier  terme  de  chaque  membre,  quand 
il  n'est  précédé  d'aucun  signe,  est  censé  avoir  le  signe  -f-. 
C'est  ainsi  qu'en  passant  le  terme  ex  de  l'équation  litté- 
rale ax  —  b:=zcx  -^dy  du  second  membre  dans  le  pre- 
mier ,  on  aura 

ax  —  b  —  c  xz=.d\ 

passant  ensuite  le  terme  —  b  du  premier  membre  dans  le 
second ,  il  viendra 

ax —  c\r  =  ^-f-^. 

1 1 .  Par  le  moyen  de  la  règle  précédente ,  on  peut 
d'abord  réunir  dans  un  des  membres  tous  les  termes  af- 
fectés de  l'inconnue  ,  et  dans  l'autre  toutes  les  quantités 
connues  ;  et  sous  cette  forme  ,  le  membre  où  se  trouve 
l'inconnue ,  peut  toujours  se  décomposer  en  deux  fac- 
teurs ,  dont  l'un  ne  contient  que  des  quantités  données , 
et  dont  l'autre  est  l'inconnue  seule. 

Cette  simplification  se  présente  d'elle-même  toutes  les 

2.. 
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fois  qwe  l'équation  proposée  est  numérique ,  et  qu'elle  ne 
contient  point  de  fractions,  parce  qu'alors  tous  les  termes 
affectés  de  l'inconnue  se  réduisent  à  un  seul.  Si  l'on 
avait ,  par  exemple ,  i ox  +  7  x-  —  2  a:  =  26  -f  7  ;  en 
effectuant  les  opérations  indiquéesdans  chaque  membre, 
on  trouverait  successivement 

17a; 2^7  =  32, 

'  1 5  07  =  32  ; 

et  1 5  a:  se  décomposant  dans  les  deux  facteurs  i5  et  x, 
on  aurait  le  facteur  inconnu  .r,  en  divisant  par  le  fac- 
teur donné  i5,  le  nombre  32  égal  au  produit  i5x: 
il  viendrait 

32 

i5 
La  décomposition  se  fait  de  même  dans  les  équations 
littérales  semblables  à 

ax-=^b  C'y 
parce  que  le  terme  a  x  désigne  inmiédiater^ient  le  pro- 
duit de  a  pai'  a;  :  on  en  conclut 

a 
Soitjmaintenant  l'équation 

ax  —  hx  -\-  cx-=:ac  —  te, 

qui  contient  trois  ternies  affectés  de  l'inconnue.  Puisque 
axyhxycx,  représentent  lesproduits  respectifs  de  a:, 
par  les  quantités  a,  b,  c,  l'expression  ax—hx-\-c  x  , 
traduite  en  langage  ordinaire ,  donne  cette  phrase  : 

De  n.  pris  d'abord  autant  de  fois  qu'il  y  cl  d'unités 
dans  a,retranchez autantdefois xquily a  d'unitésdans 
b,  et  ajoutez  au  résultat  la  même  quantité  x  prise  au- 
tant de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  c. 

Il  suit  de  là  qu'en  tout  l'inconnue  x  se  trouve  prise 
autant  de  fois  qu'il  y  a  d'unités  dans  la  difFérence  des 
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yiombresaetôjaugmentéedu  nombre  c,  c'est-à-dire  autant 
de  fois  que  le  marque  le  nombre  a  —  3  +  c  :  les  deux 
facteursdu  premier  membre  sont  par  conséquent  a— 6 -fc 
et  07  :  on  a  donc   ' 

a  c  —  b  e 
a —  0  -\-  c 

Ce  raisonnement,  qu'on  peut  appliquer  à* tout  autre 
exemple  ,  fait  voir  qu  après  la  réunion  dans  un  seul 
membre ,  des  divers  termes  contenant  V  inconnue  ^  le  fac- 
teur qui  multiplie  cette  inconnue  se  forme  de  toutes  les 
quantités  qui  la  multiplient  isolément ,  assemblées  avec 
les  signes  dont  elles  sont  précédées^  et  on  obtient  Vin- 
connue  en  divisant  le  membre  tout  connu  par  le  facteur 
dont  il  s'agit. 

D'après  cette  règle,  l'équation  ao;  — 3x=èc  donne 

bc 

ce  — 

a  —  3 
De  même  l'équation x'  -\-ax  =  c —  «i  conduit  à 
__c—d 

parce  qu'il  faut  observer  que  la  lettre  x  étant  seule  , 
doit  être  regardée  comme  multipliée  par  l'unité.  On  voit 
d'ailleurs  que  dans  x'-|-  «  a: ,  l'inconnue  x  se  trouve  con- 
tenue une  foisde  plus  que  dans  ax,  et  est  par  conséquent 
multipliée  par  1  4-  a. 

12.  Il  est  visible  que  si  tous  les  termes  de  l'équation 
contenaient  un  facteur  commun  ,  on  pourrait  supprimer 
ce  facteur  sans  troubler  l'égalité,  puisqu'on  ne  ferait  que 
diviser  par  un  même  nombre  toutes  les  parties  des  deux 
quantités  que  Ton  suppose  égales  entre  elles. 

Soit  pour  exemple  l'équation 

Sabx — Qbcd=:iQb  dx-^-  iSabc. 

J'observe  d'abord  que  les  nombres  6,  9 ,  12  et  i5,  sont 
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divisibles  par  3  ;  et  en  supprimant  ce  facteur ,  je  ne  feraî 
que  prendre  le  tiers  de  toutes  les  quantités  qui  forment 
l'équation  :  j'aurai ,  après  cette  réduction , 

labx  — 3ècJ=4^^^+5  ab  c. 

J'observe  ensuite  que  la  lettre  /;,  combinée  dans  chaque 
terme  par  voie  de  multiplication,  indique  un  facteur 
commun  à  tous  ces  termes  •  je  la  supprimerai  donc 
aussi,  et  il  viendra 

Q.  a  X  —  '6  c  d=z./^  dx-)^ba  c. 

En  appliquant  à  cette  dernière  équation  les  règles  des 
numéros  lo  et  1 1  ^  j'en  tirerai  successivement , 

Q.ax —  ^dx-=z^  ac  -\'  3  cd ^ 

5  ac-4- "5  cd 

^  = TZT' 

2.  a  —  4a 

i3.  Je  passe  maintenant  aux  équations  dont  les  ternies 
ont  des  diviseurs.  On  pourrait  leur  appliquer  immédiate- 
ment-les  règles  précédentes,  toutes  les  fois  que  l'inconnue 
n'entre  point  dans  les  dénominateurs;  mais  il  est  souvent 
plus  simple  de  ramener  tous  les  termes  au  même  dénomi- 
nateur, qu'on  peut  supprimer  ensuite.  "* 

Soit,  par  exemple  ,  l'équation 

ax    ^     .       4^    .  5^ 

J'observerai  que  l'Arithmétique  fournit  des  règles  pour 
réduire  des  fractions  au  même  dénominateur,  et  pour 
convertir  des  entiers  en  fractions  d'une  espèce  donnée 
(  Arithm.  69  ,  ^j^  ^  et  je  transformerai  par  ces  règles , 
en  fractions  de  même  dénominateur  ,' tous  les  termes 
de  l'équation  proposée. 

En  commençant  d'abord  parles  fractions,  qui  sont 

Q,x  4^  ^^ 
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je  les  changerai ,  par  la  première  des  règles  citées,  en 
6><7Xf_£  5X7X4^  5x5x5a; 

3x5X7   '         "3x5x7  '  3x5x7"^ 

puis  pour  convertir  les  entiers  4  et  12  en  fractions,  il  n'y 
aura  plus  qu'à  les  multiplier  par  le  dénominateur  com- 
mun des  fractions,  savoir ,  par  3  X  5  X  7  ,  et  l'on  aura 

3X5X7X4,  3x5x7X12. 

Replaçant  ensuite  tous  ces  termes  dans  l'équation  pro- 
posée ,  elle  deviendra 

SxyXQX      3x5X7X4 
3x5X7  3x5x7 

_  3X7X4^      3x5X7X12       3x5x5a;^ 
■"'3X5X7  3x5x7  3x5x7* 

et  l'on  y  pourra  supprimer  le  dénominateur ,  puisqu'on 
ne  fera  par  là  que  multiplier  toutes  ses  parties  par  ce 
dénominateur  (  Arithm,  54  )  ,  ce  qui  ne  saurait  troubler 
l'égalité.  Il  viendra,  après  cette  suppression , 

5X7X2074-3x5X7X4 
=  3X7X4^  +  3X5X7X12  — 3x5x5x, 

ou  70074-420  =  84^+1260 75  07, 

équation  sans  dénominateur ,  de  laquelle  on  tirepa  la 
valeur  de  07  par  les  règles  précédentes. 

L'inspection  du  résultat  ci-dessus ,  et  même  l'applica- 
tion seule  des  règles  d'Arithmétique  citées,  fait  voir  évi- 
demment que ,  dans  l'opération  dont  il  s'agit ,  les  numé- 
rateurs de  chaque  fraction  doivent  être  multipliéspar  le 
-produit  des  dénominateurs  de  toutes  les  autres ,  les  en' 
tiers ,  par  le  produit  de  tous  les  dénominateurs  ;  et  il  ne 
faut  tenir  aucun  compte  du  dénominateur  commun  des 
fractions  résultantes. 

L*équation7oo7-f.420=84^+  1260— 75>r  devient 
successivement 
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7007  +75x— 8407  =  1260  — 420 
6107=:   840 

61  -'^6Ï' 
Le  même  procédé  s'applique  aux  équations  littérales, 
en  observant  qu'on  ne  peut  alors  qu'indiquer  les  multi- 
plications ,  qui  s'effectuent  lorsqu'il  s'agit  des  nombres. 
Soit ,  par  exemple  ,  l'équation 

ax  doc      ffr 

on  en  déduira 

ehx,ax-^beh  X  c^b  hX  dx-]-b  eXfg, 
résultat  qu'on  peut  écrire  plus  simplement  en  plaçant, 
conformément  à  la  convention  établie  dans  le  n°  7 ,  à 
côté  les  uns  des  autres ,  sans  interposition  de  signe  ,  le? 
facteurs  de  chaque  produit ,  et  en  intervertissant  l'ordre 
des  multiplications  pour  conserver  l'ordre  alphabétique , 
plus  facile  dans  renonciation  des  lettres  :  il  viendra 

aehoc  —  b  cehc=:b  dh  x  -{- b  efg , 
d'où  l'on  conclura 

aehx  —  bdhx^zbefg^bceh, 

bef^'\-b  ceh 

aeh — bdh 

i4-  Quoiqu'on  ne  puisse  donner  aucune  règle  géné- 
rale et  précise  pour  former  l'équation  d'une  question 
quelconque  ,  il  existe  cependant  un  précepte  dont  l'ap- 
plication bien  entendue  ne  manquerait  pas  de  conduire 
au  but  proposé.  Voici  ce  précepte  : 

Indiquer  y  à  l'aide  des  signes  algébriques,  sur  les  quan- 
tités connues ,  représentées  soit  par  d'3S  nombres ,  soit 
par  des  lettres,  et  sur  les  quantités  inconnues  représentées 
toujours  par  des  lettres,  les  mêmes  raisonnemens  et  les 
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mêmes  opérations  qu'il  faudrait  effectuer  pour  vérifier 
les  valeurs  des  inconnues ,  si  elles  étaient  données. 

Pour  en  faire  usage,  il  faut  d'abord  déterminer  avec  soin 
quelles  sont  les  opérations  que  l'énoncé  de  la  ques- 
tion renferme  ,  soit  explicitement ,  soit  implicitement  ; 
mais  c'est  précisément  en  cela  que  consiste  la  difficulté 
de  mettre  en  équation  un  problème  proposé. 

Voici  quelques  exemples  pour  montrer  l'application 
du  précepte  ci-dessus.  J'ai  choisi  les  deux  premiers  parmi 
les  questions  résolues  en  Arithmétique,  afin  de  montrer  la 
facilité  que  l'écriture  algébrique  apporte  au  développe- 
ment des  énoncés. 

1°.  Soient  deux  fontaines ,  dont  la  prem,ière,  coulant 
seule  pendant  2^^,  remplit  un  certain  bassin ,  et  dont  la 
seconde  remplit  le  même  bassin  en  coulantseule  pendant 
3^  I  ;  combien  faudra-t-il  de  temps  pour  qu'il  soit  rempli 
par  les  deux  fontaines  coulant  à  la  fois? 

Si  ce  temps  était  donné,  on  le  vérifierait  en  calculant 
les  quantités  d'eau  versées  par  chaque  fontaine,  et  réu- 
nissant les  résultats ,  on  s'assurerait  qu'ils  composent  la 
totalité  de  l'eau  que  peut  contenir  le  bassin. 

Pour  former  l'équation,  on  désignera  par  x  le  temps 
inconnu ,  et  on  indiquera  sur  x  les  opérations  énoncées 
ci-dessus  •,  mais  afin  de  rendre  la  solution  indépendante 
des  nombres  donnés,  et  même  d'abréger  l'expression 
de  ceux  de  l'énoncé  qui  sont  fractionnaires  ,  on  les 
représentera  aussi  par  des  lettres  ;  on  pourra  écrii'e  a  au 
lieu  de  2*»  ^,  et  Z>  au  lieu  de  S*"  |. 

Cela  posé  ,  en  prenant ,  comme  en  Arithmétique  ,  la 
capacité  du  bassin  pour  unité ,  on  verra  que 

Lapremière  fontaine  qui  le  remplitseule  en  un  nombre  fl 
d'heures,  y  verse,  dans  une  heure,  une  quantité  d'eau 

marquée  par  la  fraction  - ,    et  que  par  conséquent  elle 


36  É    L    É    M    E    N    s 

fournira  dans  un  nombre  x  d'heures  la  quantité  a;  X  -  , 
ou  -  {Arithm.  53). 

La  seconde  fontaine ,  qui  remplit  le  même  bassin  en 
b  d'heures ,  y  verse ,  dans  une  heure ,  une  quantité  d'eau 

exprimée  par  la  fraction  7  ;  et  par  conséquent  dans  un 

1      oc 
nombre  x  d'heures ,  elle  fournira  la  quantité  x  X  r  ou  j- . 

La  quantité  totale  d'eau  fournie  par  les  deux  fontaines 
sera  donc 

a:      07 

et  cette  quantité  devant  égaler  celle  que  contient  le 
bassin ,  et  qui  a  été  prise  pour  unité  ,  on  aura  enfin 
l'équation 

X  ,   X 

a      b 

Cette  équation ,  traitée  par  les  règles  précédentes ,  con- 
duit à 

b X -^^  ax=.  ab  y 

__      ab 

""—   b+a' 

La  dernière  formule  donne  ,  pour  résoudre  tous  lea 
cas  de  la  question  proposée ,  cette  règle  fort  simple  : 

Divisez  le  produit  des  nombres  qui  marquent  le  temps 
que  met  chaque  fontaine  en  particulier  â  remplir  le  bas-^ 
sin,  par  la  somme  de  ces  nombres;  le  quotient  marquera 
le  temps  qu'il  faudra  aux  deux  fontaines  pour  le  remplir 
simultanément. 

En  appliquant  cette  règle  aux  nombres  de  l'énoncé  , 
on  a 


d*où 
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^   I       I     r?  î   s     1     t  î   ao     I     3o »  o 

2  â -h  3  i  =  a  +  4- =  T- +  T  =  T  > 


2°.  Soit  a.  un  nombre  à  partager  en  trois  parties,  ayant 
entre  elles  les  mêmes  rapports  que  les  nombres  donnés 
m ,  n  et  p. 

Il  est  visible  que  la  vérification  de  la  question  se  ferait 
comme  il  suit  : 

En  désignant  par  a;  la  i'^  partie ,  on  aurait 

77i:7i::x:là  2^  partie  =  —  (Arithm.  116.) 
m 

T)  OC 

7»:  p  :  :  o::  la  3^  partie  =-— ; 
'^  ^  m 

et  réunissant  les  trois  parties  ,  il  faudrait   trouver  le 
nombre  à  partager  :  on  aura  donc  l'équation 

.   nx  ,  p X 

'  m        m 

En  réduisant  tous  ses  termes  au  dénominateur  m,  elle 
deviendra 

mx-]-nx-\-px-=:amy 

et  on  en  tirera 

i  am 

X  ~~'  — — ^— -— — 

Ce  résultat  n'est  que  la  traduction  algébrique  de  la 
règle  de  société  {Arithm.  124)  ;  car  en  regardant  les 
nombres  m,  n,  p,  comme  désignant  les  mises  des  mar- 
chands, m-^-n-^p  est  la  mise  totale,  a  le  bénéfice  à 
partager  ,  et  l'expression 

X  = ; ; —  indique  ou  une  part  s'obtient  en  multi- 

m-\~n-^p        ^      ^  r 

pliant  la  mise  correspondante  par  le  bénéfice  total ,  et 
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en  divisant  le  produit  par  la  somme  des  mises ,  ce  qui 
revient  à  la  proportion 

la  mise  totale  l  une  mise  particulière 
1 1  le  gain  total  l  au  gain  particulier. 

i5.  La  formation  de  l'équation  du  problème  suivant 
exige  des  observations  particulières  qui  ne  se  sont  pas 
encore  présentées. 

Un  pêcheur ,  afin  d'encourager  sonjlls,  lui  promet 
5  centimes  par  chaque  coup  de  filet  dans  lequel  il  aura 
pris  du  poisson,  mais  aussi  il  remettra  à  son  père  5  cen- 
times pour  chaque  coup  infructueux.  Après  lo.  coups 
de  filet ,  le  père  et  le  fils  règlent  leur  compte.  Le  premier 
doit  au  second  Q,^  centimes.  Comhieny  a-t-ileu  de  coups 
de  filet  heureux  ? 

Si  l'on  représente  le  nombre  de  ces  coups  par  x  ,  le 
nombre  des  coups  infructueux  sera  12  —  x)  et  si  ces 
nombres  étaient  donnés ,  on  les  vérifierait  en  multipliant 
5  centimes  par  le  premier,  pour  obtenir  ce  que  le  père 
doit  donner  au  fils ,  et  3  centimes  par  le  second ,  pour 
avoir  ce  que  le  fils  doit  remettre  au  père  :  le  premier 
nombre  devrait  surpasser  le  second  des  28  centimes  que 
le  père  doit  à  son  fils. 

On  aura  pour  le  premier  nombre ,  x  de  fois  5  centimes 
ou  Sx.  A  l'égard  du  second  nombre  ,  il  se  présente  une 
difficulté  :  comment  obtenir  le  produit  de  5  par  12  ' —  x^ 
Si ,  au  lieu  de  or,  il  y  avait  un  nombre  donné  ,  on  effec- 
tuerait d'abord  la  soustraction  indiquée,  puis  on  multi- 
plierait 5, par  le  reste  ;  mais  pour  le  moment  la  chose 
n'est  pas  possible,  et  il  faut  tâcher  d'effectuer  la  multi- 
plication avant  la  soustraction  ,  ou  au  ilioins'de  ramener 
le  résultat  à  un  ensemble  de  termes  algébriques  sem- 
blables à  ceux  que  contiennent  les  équations  qu'on  sait 
résoudre. 

Avec  un  peu  d'attention ,  on  voit  qu'en  prenant  12  fois 
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le  nombre  3 ,  on  répète  3  autant  de  fois  de  trop  qu'il  y  a 
d'unités  dans  le  nombre  x ,  dont  on  aurait  dû  préalable- 
ment diminuer  le  multiplicateur  12 ,  en  sorte  que  le  véri- 
table produit  sera 

36  diminué  de  3  pris  x  fois  ou  de  3  x , 
ou  36  —  3  07. 

Cette  conclusion  peut  se  vérifier  facilement ,  en  don- 
nant à  X  des  valeurs  numériques.  Si,  par  exemple ,  x 
était  égal  à  8  ,  on  aurait  3  à  prendre  12  fois  —  8  fois  , 
et  si  on  négligeait  —  8  fois ,  on  mettrait  dans  le  résultat 
8 fois  de  trop  le  nombre  3  ;  le  vrai  produit  serait  donc 

3  X  12  —  3  X  8r=36—  24—  12. 

Ce  résultat  s'accorde  avec  celui  qu'on  obtiendrait  en  re- 
tranchant d'abord  8  de  12  ;  car 

12— .8  =  4         et         3X4  =  12. 

Cela  posé  ,  puisque  l'argent  dû  par  le  père  à  son  fils 
est  exprimé  par  6x ,  et  que  celui  que  le  fils  doit  à  son 
père  est  exprimé  par  36  —  3x ,  il  faut  que  le  second 
nombre  retranché  du  premier,  donne  pour  reste  28; 
mais  encore  ici  nouvelle  difficulté  :  comment  retrancher 
36  —  3a7  de  Sx,  sans  avoir  soustrait  d'abord  3x"  de  36  ? 

On  élude  cette  difficulté  en  observant  que  si  l'on  né- 
gligeait le  terme  —  5x ,  et  qu'on  retranchât  de  5 a;  le 
nombre  36  tout  entier ,  on  aurait  nécessairement  ôté  3  x 
de  trop  ,  puisque  ce  n'est  qu'après  avoir  diminué  36  do 
'Sx,  qu'il  faut  le  retrancher  de  5x.  Ainsi,  la  différence 
5a: — 36  doit  être  augmentée  de  3.r  pour  former  la 
quantité  qui  doit  rester  après  qu'on  a  ôté  de  5  x^  le 
nombre  exprimé  par  36 — 'Sx  :  cette  quantité  sera  donc 

5x— 36-f-3x'; 

et  on  aura  l'équation 

5x'— 36-4-3.r:=:  28, 
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qui  revient  successivement  à 

8a: —36  =  28, 

807=28  +  36, 
8a:=64, 
x=^==8. 
Il  y  a  donc  eu  8  coups  de  filet  heureux  et  4  d'infruc- 
tueux. 

En  effet,  8  coups  à  5  centimes,  donnent4o  centimes, 
4  coups  à  3  donnent  12 

différence 28 

comme  fexige  l'énoncé  de  la  question. 

Si  on  voulait  rendre  la  solution  générale ,  on  repré- 
senterait par  a  la  somme  que  le  père  donne  à  son  fils  pour 
chaque  coup  de  filet  heureux,  par  b  celle  que  le  fils 
rend  à  son  père  pour  chaque  coup  de  filet  infructueux , 
par  c  le  nombre  total  de  coups  de  filet ,  et  par  d  ce  que 
le  père  doit  à  son  fils  après  ce  nombre  de  coups.  En 
désignant  toujours  par  x  le  nombre  de  coups  heureux , 
c  —  X  serait  celui  des  coupo  infructueux  ;  chaque  coup 
de  la  première  espèce  valant  au  fils  une  somme  a,  a:  coups 
vaudraient  ay,xou  ax y  et  les  coups  infructueux  vau- 
draient au  père  la  somme  b  ,  multipliée  par  le  nombre 
c  —  X. 

Le  raisonnement  par  lequel  on  a  trouvé  les  parties 
dont  se  compose  le  produit  de  3  par  12  — x  ^  s'applique 
également  au  cas  général.  Si  on  néglige  d'abord  —  x 
pour  former  le  produit  Z>c ,  de  Z>  par  c  tout  entier  ,  la 
somme  b  sera  répétée  x  fois  de  trop ,  et  par  conséquent 
le  véritable  produit  sera  bc  —  bx. 

Pour  retrancher  ce  produit  de  la  somme  ax,  il  faut 
observer  aussi ,  comme  dans  l'exemple  numérique ,  que 
si  on  retranchait  la  quantité  Z>c  toute  entière,  on  ôterait 
de  trop  la  quantité  bx  dont  la  première  doit  être  dimi- 
nuée d'abord  ;  et  que  par  conséquent  le  véritable  reste 
n'est  pas  seulement  ax  —  b  c  y  mais  ax  —  bc'\-bx. 
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Cette  somme  devant  être  égale  à  d ,  Inéquation  du 
problème  sera 

ax  —  h  c-\~bx-=.d  , 
et  donnera 

ax-j-  bxr=.d*^hc  ^ 

Cette  formule  générale  indiquant  quelles  opérations 
il  faut  faire  sur  les  nombres  donnés  cr,  ô,  c ^d,  pour 
obtenir  l'inconnue  x,  on  peut  ou  la  traduire  en  règle,  ou 
bien  y  écrire  à  la  place  des  lettres  a,  b,  c,  d,  les  nombres 
donnés;  le  dernier  procédé  est  ce  qu'on  appelle  substituer 
les  valeurs  des  données,  ou  mettre  la  formule  en  nombres. 
En  y  appliquant  ceux  de  l'exemple  ci-dessus ,  il  vient 

_q8  +  5Xi2 
'^-'       5  +  3       ' 

et  en  effectuant  les  opérations  indiquées ,  on  a,  comme 
plus  haut, 

28  +  36      64      „ 
"=— 8—^-8-=  ^- 

Méthodes  pour  effectuer ,  autant  qu'il  est  possible,  les 
opérations  indiquées  sur  les  quantités  représentées  par 
des  lettres. 

i6.  La  question  précédente  a  fait  voir  qu'il  fallait, 
dans  certains  cas,  décomposer  enmultiplicationspartielles 
une  multiplication  indiquée  sur  la  somme  ou  la  diffé- 
rence de  plusieurs  quantités  ;  et  dans  le  numéro  1 1 ,  on 
a  fait  précisément  le  contraire ,  en  décomposant  la  quan- 
tité ax  —  bx-\-cx ^  qui  représente  le  résultat  de  plu- 
sieurs multiplications  suivies  d'additions  et  de  soustrac- 
tions, dans  les  deux  facteurs  a  —  è+c  et  x,  qui  n'in- 
diquent qu'une  seule  multiplication  précédée  d'addition 
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et  de  soustraction.  Les  raisonnemens  dont  on  s'est  servi 
dans  ces  deux  circonstances ,  peuvent  être  réduits  en 
règles;  et  il  en  résultera,  sur  lesquantités  représentées 
par  des  lettres ,  des  opérations  qu'on  a  appelées  multi- 
plication et  division  algébriques,  par  l'analogie  qu  elles 
ont  avec  les  opérations  de  l'Arithmétique  qui  portent 
les  mêmes  noms. 

On  a  conçu  par  la  même  analogie  deux  opérations 
algébriques  qui  portent  les  noms  à' addition  et  de  sous- 
traction ,  et  dans  lesquelles  on  a  pour  but  de  réunir  en 
une  seule  plusieurs  expressions  algébriques,  ou  de  les 
retrancher  l'une  de  l'autre;  mais  ces  opérations,  comme 
les  précédentes ,  diffèrent  de  celles  de  l'Arithmétique  , 
en  ce  que  leurs  résultats,  n'étant  le  plus  souvent  que  des 
indications  d'opérations  à  effectuer  ,  ne  présentent 
qu'une  transformation  des  opérations  primitivement 
indiquées,  en  d'autres  qui  produisent  le  même  effet.  Il 
arrive  seulement,  ou  qu'on  simplifie  les  expressions,  ou 
qu'on  leur  donne  une  forme  propre  à  manifester  les 
conditions  qu'il  faut  remplir. 

Pour  expliquer  ces  opérations,  on  appelle  quantités 
monômes  ou  simplement  monômes  ,  celles  qui  n'ont 
qu'un  seul  terme  ,  comme  -f-2fl ,—'3ab,  etc.;  binom.es 
celles  qui  en  ont  deux,  comme  a-\~b,a — b,  6a — 2x,  etc.; 
trmome^  celles  qui  en  ont  trois,  quadrinomes  celles  qui 
en  ont  quatre,  et  en  général  polynômes  les  quantités 
composées  de  plusieurs  termes.  Il  est  bon  d'observer 
qu'on  appelle  aussi  les  monômes  quantités  incomplexes , 
et  les  polynômes  quantités  complexes. 

De  r addition  des  quantités  algébriques. 

ij.  L'addition  des  quantités  monômes  se  fait  en  les 
joignant  par  le  signe  -j-  ;  c'est  ainsi  que  b  ajouté  ayec  a 
s  indique  par  a  -iç-b.  Mais  lorsqu'on  se  propose  d'ajouter 
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ensemble  des  expressions  algébriques ,  on  a  en  même 
temps  pour  but  de  simplifier  le  résultat,  en  le  réduisant 
au  plus  petit  nombre  de  termes  possible,  parla  réunion 
de  plusieurs  de  ces  termes  en  un  seul. 

Cette  réunion  est  celle  qui  a  été  effectuée  dans 
les  numéros  2  et  5,  en  réduisant  la  quantité  x-f-x 
SL  2x  y  la  quantité  x-j-  a:  -|-  x  à  3x.  Elle  ne  peut  avoir 
lieu  qu'à  l'égard  des  quantités  exprimées  par  les  mêmes 
lettres,  et  qu'on  appelle  pour  cette  raison  quantités 
semblables.  On  regarde  la  quantité  littérale  comme  une 
umté  qui  se  trouve  répétée  un  certain  nombre  de  fois  ; 
c'est  ainsi  que  les  quantités  2à  et  3a ,  considérées  comme 
deux  et  trois  unités  d'une  espèce  particulière,  forment, 
par  leur  addition,  5  a,  ou 5  unités  de  même  espèce.  De 
même,  /^ab  et  Sab  forment  gaZ». 

Dans  ce  cas,  l'addition  s'opère  sur  les  chiffres  qui  pré- 
cèdent la  quantité  littérale,  et  qui  indiquent  combien  de 
fois  elle  est  répétée.  Ces  chiffres  se  nomment  coefficiens. 
Le  coefficient  est  donc  le  multiplicateur  de  la  quantité 
devant  laquelle  il  est  placé  ;  et  il  faut  se  rappeler  que 
lorsqu'il  n'est  pas  écrit ,  il  est  égal  à  l'unité  ;  car  la  est  la 
même  chose  que  a. 

18.  Lorsqu'il  s'agit  de  réunir  des  quantités  quel- 
conques ,    comme 

4  a  -f-  5Z>  et  2  c  +  3d, 

le  total  doit  être  évidemment  composé  de  toutes  les  parties 
ajoutées  ensemble  -,  il  faut  donc  écrire 

4rt  -|-  5^  -}-  2c  -f  3c?. 
Si  l'on  avait  au  contraire 

4a -f-5Z>  et  2c  — 3c?, 

il  faudrait,  dans  la  somme,  écrire  avec  le  signe  — ,  ou 

indiquer  comme  soustractive, la  quantité  3c?,  qui, devant 

être  retranchée  de  2c,  diminuerait  nécessairement  d'au- 

Elém.  d'Algèbre.  i4«  édition.  3 
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tant  la  somme  qu'on  formerait  en  réunissant  qc  avec 
la  première  des  quantités  proposées  ;  et  l'on  aurait 
4a-f5Z»-|-2c— 3rf. 

Ces  deux  exemples  font  voir  que  l'addition  algébrique 
des  polynômes  s'effectue  en  écrivant  à  la  suite  les  unes 
des  autres ,  avec  leurs  signes  ,  les  quantités  qu'il  faut 
ajouter,  et  en  observant  que  les  termes  qui  ne  sont  pré- 
cédés d'aucun  signe ,  sont  censés  avoir  le  signe  -}»-. 

L'opération  ci-dessus  n'est,  à  proprement  parler, 
qu'une  indication  par  laquelle  la  réunion  de  deux  quan- 
tités complexes  est  ramenée  à  l'addition  et  à  la  soustrac- 
tion d'un  certain  nombre  de  quantités  monômes  ;  mais  si 
les  expressions  à  ajouter  contenaient  des  termes  sem- 
blables ,  on  pourrait  réunir  ces  termes  en  opérant  immé- 
diatement sur  leurs  coefficiens. 

Soient,  pour  exemple  ,  les  expressions 
4a  ••{-  ^b  -^  Q  c  j 
Q  a  —  3c-f-4^, 

Ya.  somme  indiquée  sera ,  d'après  la  règle  précédente , 
4a-}-^b — 2c-^Q.a  —  3  c -f  4^"h  7^  +  ^  —  ^• 
Mais  les  termes  4  a  et  -|-  2.a  étant  formés  de  quantités 
femblablea,  se  réunissent  en  un  seul  égal  à  Sa. 
De  même  les  termes  +9^,  '\-7  b ,  donnent  i6Z>. 
Les  termes  —  2C  et  —  3c  ,  tous  deux  soustractifs  , 
produisent  dans  le  total  le  même  effet  que  la  soustrac- 
tion d'une  quantité  égale  à  leur  somme ,  c'est-à-dire  que 
la  soustraction  de  5c  ;  et  comme ,  en  vertu  du  terme  -|-c, 
on  aura  d'une  autre  part  à  ajouter  c  ,  il  restera  seulement 
à  retrancher  4c. 

La  somme  des  expressions  proposées  sera  donc  rame- 
née à  '. 
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19.  La  dernière  opération  pratiquée  ci-dessus,  et  par 
laquelle  on  réunit  tous  les  termes  semblables  en  un 
seul ,  quelque  signe  qu'ils  aient ,  se  nomme  la  réduction. 
Elle  s'effectue  en  faisant  lasommedes  quantités  sembla- 
bles affectées  du  signe  -{-,  celle  des  quantités  semblables 
affectées  du  signe  — ;  puis  en  retranchant  la  plus  petite 
de  ces  deux  sommes  de  la  plus  grande ,  et  donnant  au 
resté  lèsi^îïè  de  la  plus  grande. 

Il  est  à  remarquer  que  la  réduction  s'applique  à  toutes 
les  opérations  algébriques. 

Voici ,  pouf  exercer  le  lecteur  ,  quelques  exemples 
d'additions  avec  leurs  résultats. 

1°.  Ajouter  les  quantités 

Sp — 4^+  8/2 
11  n  —  Q.b —  m  —  r  -{■  s 

résultat  7m-{-3/i —  i4p+  i/r+Sa  +  gTx — iim-far 

4-5p  —  4^^+  STi  +  iin — Q.b — m—  r  +  ^. 
Faisant  la  réduction,  cette  quantité  se  changé  éii  celle-ci 

—  9m-}-3i7i  —  9/7-|~i8r-4-3a —  2Ô-|-^, 
ou        3i  n. — 9771  —  9p-{- i8r-f-3a  — 2  è-|-^, 
en  commençant  par  un  terme  qui  ait  le  signe  -f-. 
2"*.  Ajouter  les  quantités 

iibc'\~4^d — Sac-f-Scc? 
%ac  -\"jb  c  —  2  ad'\'^m,n 
2cd  —  ^ab-^Sac-^-qn 
90571 — 2  bc  —  2  ad-^5cd 

résultat  iièc-j-4ac?— Bac-f 5c£/-f-8ac-|-7Z>c— 2arf 
-f-4"^"+2cc? — 5ab-\-6ac-\~  an  -^^an  —  Qbc 
—  2ad'^5cd. 
En  réduisant  cette  quantité,  elle  devient 

i6èc-f  5ac-f-  i.2é^4-4m^  —  3  ab  4- 10  an. 

3.. 
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De  la  soustraction  des  quantités  algébriques. 

20.  La  soustraction  des  monômes  s'indique,  ainsi  qu'on 
en  est  convenu ,  en  plaçant  le  signe  —  entre  la  quantité 
à  soustraire  et  celle  dont  on  la  soustrait. 

b  soustrait  de  a,  s'écrit  par  a  —  b. 

Lorsque  les  quantités  sont  semblables,  la  soustraction 
s'opère  immédiatement  sur  les  coefïiciens. 

Si  de  5a  on  retranche  3a,  il  vient  pour  reste  2a. 

A  l'égard  de  la  soustraction  des  polynômes,  il  faut 
distinguer  deux  cas.  i".  Si  la  quantité  à  soustraire  a 
tous  ses  termes  affectés  du  signe  +  y  ^  f^"*  évidem- 
ment leur  donner  le  signe  —  ,  puisqu'on  doit  retrancher 
successivement  toutes  les  parties  de  la  quantité  à  sous- 
traire. 

Si,  par  exemple,  de  5a  —  9Ô  +  2C,  on  veut  ôter 
2c?  -f-  3e  +  4/»  il  faudra  écrire 

5a  —  9^  +  2c  —  2.d — 3  e  —  4f- 

2°.  Si  la  quantité  à  soustraire  a  des  termes  affectés  du 
signe  — ,  il  faut  leur  donner  le  signe  -f-.  En  effet,  si  de 
la  quantité  a,  on  voulait  ôter  b  — c,  et  qu'on  écrivît 
d'abord  a  —  Z> ,  on  aurait  diminué  ainsi  a  de  la  quan- 
tité b  tout  entière  ;  mais  la  soustraction  ne  devrait  s'ef- 
fectuer qu'après  avoir  diminué  préalablement  b  de  la 
quantité  c  :  on  a  donc  ôté  de  trop  cette  dernière  quantité, 
qu'il  faut  par  conséquent  restituer  avec  le  signe  +,  ce 
qui  donnera  pour  le  vrai  résultat , 
a  —  b  -^-c. 

Ce  raisonnement ,  qu'on  peut  appliquer  à  tous  les  cas 
semblables ,  montre  que  le  signe  — ■  de  ca  dû  être  changé 
en  -4-  ;  et  en  rapprochant  ce  résultat  du  précédent,  on  con- 
clura que  la  soustraction  des  quantités  algébriques  s  ef- 
fectue en  écrivant  y  à  la  suite  de  la  quantité  dont  on  veut 
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soustraire  une  autre ^  cette  autre ,  après  en  avoir  chano-é 
les  signes  -|-  en  — ,  et  les  signes —  en  -f-- 

Lorsqu'on  a  écrit  le  résultat  que  donne  d'abord  la 
règl^  énoncée  plus  haut,  on  y  fait,  s'il  y  a  lieu ,  des  ré- 
ductions conformes  au  précepte  du  numéro  19,  ainsi 
qu'on  le  voit  dans   les  exemples  suivans  : 

1®.  Soustraire  de  1 7  a -f- Q  771 — 96  —  4^4-23^;^ 
la  quantité 5i  a  —  2yb-\-i  ic — 4^- 

Résultat 170-4-2771 — 3  b  —  4^~h^^^ 

— 5 1  a  -I-27  b  — 11  c-\-^d. 
Opérant  la  réduction ,  cette  quantité  devient 

—  34a-l-27n-f-i86  —  i5c-f-27r?, 
ou  bien 

2771  34  Û5  -|-l86  iS  C  -^  Q.J  d. 

2°.  Soustraire  de  Sac  —  %ab-\^^b  c  —  ^ani 
laquantité 8a77i — ^ab  -f-riac — y  cd. 

Résultat bac — ^ah-\-^  bc — 4<^m 

—  8fl7n-|-2  ab —  Il ac-\-'jcd. 
Opérant  la  réduction  ,  il  vient 

—  ^ac — Qab^^bc — 12  a77i-f-7  cJ, 
ou  ^bc  —  ^ac — Qab — i'2aTn'-\~j  cd. 

De  la  multiplication  des  quantités  algébriques. 

21.  Tant  qu'on  n'envisage  dans  les  lettres  que  les 
valeurs  numériques  des  quantités  dont  elles  tiennent  ïa. 
place ,  on  doit  se  former  de  la  multiplication  algébrique 
la  même  idée  que  de  la  multiplication  arithmétique 
{^Arithm.  21,  J/^^.  Ainsi,  multiplier  a.  par  h  y  c'est  com- 
poser avec  la  quantité  représentée  par  a,  une  autre  quan- 
tité y  delà  même  manière  que  la  quantité  représentée 
par  b  Vest  avec  Vunité. 

On  a  déjà  fait  connaître  dans  les  numéros  2  et  7  ,  les 
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signes  dont  on  est  convenu  pour  indiquer  la  multiplica- 
tion ;  et  le  produit  de  a  par  b  s'écrirait  en  conséquence 
soit  par  a  X  ^  >  ou  par  a  .  è,  ou  enfin  par  ah. 

On  a  le  plus  souvent  besoin  d'indiquer  plusieurs  mul- 
tiplications successives  ,  comme  celle  de  a  par  h ,  puis 
du  produit  a  h  par  c ,  puis  de  ce  dernier  produit  par  d , 
et  ainsi  de  suite.  Daiis  ce  cas  il  est  évident  que  le  dernier 
résultat  est  un  nombre  ayant  i^Qur  facteur^  les  ppmbres 
a,b^  Cjd  {Arithm.  22)  ;  et ,  en  généralisant  la  dernière 
des  conventions  rappelées  ci-dessus  ,  on  indique  ce  pro- 
duit en  écrivant  à  la  suite  l'un  de  l'autre,  et  sans  au- 
cune interposition  de  signe  j  les  facteurs  dont  il  est  formé; 
on  a  de  cette  manière  l'expression  abc  d. 

Réciproquement ,  toute  expression  telle  que  ab  cd, 
formée  de  plusieurs  lettres  écrites  immédiatement  à  la 
suite  les  unes  des  autres ,  désigne  toujours  le  produit 
des  nombres  représentés  par  ces  lettres. 

J'ai  déjà  fait  tacitement  usage  de  ces  conven- 
tions ,  dans  lesquelles  les  coefiiciens  numériques  sont 
aussi  compris ,  puisqu'ils  sont  évidemment  facteurs  de  la 
quantité  proposée.  En  effet,  1 5  aZ>crf,  désignant  la  quan- 
tité abcd prise  1 5  fois ,  exprime  aussi  le  produit  des  cinq 
facteurs  1 5 ,  a ,  b  ,  c ,  d. 

22.  Il  suit  de  là  que  pour  indiquer  la  multiplication 
de  plusieurs  monômes,  tels  que  4  a  Z>  c  ,  5  c?  ef,  5mn,i\ 
faut  écrire  ces  quantités  à  la  suite  les  unes  des  autres  , 
çai^s  interposition  de  signe ,  et  il  viendra 

4ab  c5  d  efS  m  n  ; 
mais  comme  on  a  fait  voir  en  ^ritlimétic^ue,  n°  70, 
^u'on  pouvait  intervertir  comme  or^  voulait  l'ordre  des 
facteurs  d'un  produit,  sans  que  la  valeur  de  ce  proc^uit 
changeât,  on  profite  de  cette  circonstance  pour  rap- 
procher les  facteurs  numériques  ,  dont  la  multiplication 
peut  s'effectuer  par  les  règles  de  l'Arithmétique  :  on 
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conçoit  donc  le   produit  comme  indiqué  dans  l'ordre 
4.5.5abcd efm n ;  et  effectuant  la  multiplication  des 
nombres  4,  5 ,  3 ,  on  aura  seulement 
6o  ab  cdefm  n  (^*). 

a3.  L'expression  d'un  produit  s'abrège  beaucoup  lors- 
qu'il contient  des  facteurs  égaux.  Au  lieu  d'écrire  plu- 
sieurs fois  de  suite  la  lettre  qui  représente  un  de  ce* 
facteurs ,  on  ne  la  met  qu'une  fois,  et  on  marqua  par  un 
nombre  combien  de  fois  elle  aurait  dû  être  écrite  comme 
facteur;  mais  parce  que  ce  nombre  indique  des  multi- 
plications successives,  il  doit  être  soigneusement  distingué 
du  coefficient ,  qui  n'indique  que  des  additions  •  c'est 
pourquoi  on  le  place  à  la  droite  de  la  lettre  ,  et  un  peu 
au-dessus ,  tandis  que  le  coefficient  est  toujours  écrit  à 
la  gauche  de  la  lettre  et  sur  la  même  ligne. 

D'après  cette  convention ,  le  produit  de  a  par  a ,  qui 
serait  indiqué,  suivant  le  numéro  21  ,  par  aa ,  devient 
a^.  Le  2  supérieur  marque  que  le  nombre  désigné  par  la 
lettre  a  est  deux  fois  facteur  dans  l'expression  proposée  , 
qu'il  ne  faut  par  conséquent  pas  confondre  avec  2  a ,  qui 
n'est  que  l'abréviation  de  a-|-  a.  Pour  bien  sentir  l'erreur 
que  l'on  commettrait  en  prenant  l'une  pour  l'autre ,  il 
suffit  de  substituer  des  nombres  aux  lettres.  Si  l'on  avait, 
par  exemple,  a  =  5,  2a  deviendrait  2.5  =  10,  et 
tt^  =  aXar=5.5  — 25. 

En  continuant  cette  marche ,  on  verra  que  pour  dési- 


(*)  L'usage  des  symboles  algëbricj'ues  abrégeant  beaucoup  la  de'- 
monsiration  de  cette  proposition ,  j'ai  cru  devoir  la  rappeler  ici  an 
moyen  de  ces  symboles. 

Si  l'on  e'crit  le  produit  abc  Je/"  comme  il  suit  i  abc  X  de  X/» 
et  qu'on  change  l'ordre  des  deux  facteurs  du  produit  de  pour  avoir 
ed{Arithm  .27),  il  viendra  al^c  X  edy(,/on  abcedf-  li  est 
évident  (ju'on  pounajparde  nonvelle&  décomposition*,  arne3aer,  tel 
çkangement qu'on  voudra  dans  Votika  des  facteuï*.  (J«  produit  pw 

1>09C. 
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gner  un  produit  dans  lequel  a  serait  trois  fois  facteur ,  il 
faudrait  écrire  a^,  au  lieu  de  a  a  a;  de  même  a^  équi- 
valent de  aaaaa,  représente  un  produit  dans  lequel  a 
est  cinq  fois  facteur. 

24.  Les  produits  formés  ainsi  par  des  multiplications 
successives  d'une  quantité,  sont  appelés  en  général  puw- 
sances  de  cette  quantité. 

La  quantité  elle-même ,  ou  a,  se  nomme  la  première 
puissance. 

La  quantité  multipliée  par  elle-même ,  ou  a  a ,  ou  bien 
a* ,  est  la  seconde  puissance ,  qu'on  appelle  aussi  le 
quarré, 

La  quantité  multipliée  deux  fois  de  suite  par  elle- 
même,  ou  a  aa  y  ou  bien  a^,  est  la  troisième  puissance, 
qu'on  appelle  aussi  cube  (^). 

En  général ,  une  puissance  quelconque  se  désigne  par 
le  nombre  de  facteurs  égaux  dont  elle  est  formée  :  a^  ou 
bien  aaaaaj  est  la  cinquième ■puïssa.nce  de  a. 

Pour  montrer  l'application  de  ces  dénominations ,  je 
prendrai  le  nombre  3 ,  et  j'aurai 

i'^  puissance  3 

a' 3.3=  9 

3^ 3.3.3=  9.3=  27 

4e 3.3.3.3=27.3=  81 

5^ 3.3.3.3.3=81.3=243 

etc. 
Le  nombre  qui  marque  la  puissance  d'un  autre    se 
nomme  exposant  de  cet  autre. 


(*)  Les  dénominations  de  quarré  et  de  cube,  tenant  h  des  considé- 
rations géométriques,  et  rompant  Tuniformité  dans  la  nomenclature 
de  produits  formes  par  des  facteurs  égaux ,  sont  très  impropres  en 
Algèbre  i  mais  ou  les  emploie  fréquemment  à  cause  de  leur  brièveté. 
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L'exposant,  lorsqu'il  est  égal  à  l'unité  ,  ne  s'écrit 
point  :  a  est  la  même  chose  que  a^ 

On  voit  par  ce  qui  précède  ,  que  ,  pour  former  une 
puissance  d'un  nombre  ,  il  faut  multiplier  ce  nombre 
par  lui-même  une  fois  de  moins  quil  n'y  a  d'unités  dans 
l'exposant  de  la  puissance. 

25.  Puisque  l'exposant  marque  le  nombre  de  facteurs 
égaux  qui  forment  l'expression  dont  il  fait  partie ,  et 
que  le  produit  de  deux  quantités  doit  avoir  pour  facteurs 
tous  ceux  qui  forment  chacune  de  ces  quantités ,  il  s'en- 
suit que  l'expression  a^,  dans  laquelle  a  est  5  fois  fac- 
teur ,  multipliée  par  l'expression  a^,  dans  laquelle  a  est 
3  fois  facteur ,  doit  donner  un  produit  dans  lequel  a 
soit  8  fois  facteur,  par  conséquent  exprimé  par  a^,  et 
qu'en  général  le  produit  de  deux  puissances  du  même 
nombre  doit  avoir  pour  exposant  la  somme  de  ceux  du 
multiplicande  et  du  multiplicateur. 

26.  Il  suit  de  là  que  lorsque  deux  monômes  ont  des 
lettres  communes ,  on  peut  abréger  l'expression  du  pro- 
duit de  ces  quantités ,  en  ajoutant  tout  de  suite  les  expo- 
sans  des  lettres  semblables  du  multiplicande  et  du  mul- 
tiplicateur. 

Par  exemple ,  l'expression  du  produit  des  quantités 
a^  ¥  c  et  a^  b^  c^  d,  qui  serait  a^  P  c  a^b^c""  d,  suivant 
les  conventions  du  numéro  21  ,  s'abrège  en  assemblant 
les  facteurs  désignés  par  la  même  lettre,  ce  qui 
donne 

a^  a^  b^b^  cc^d, 
d'où  l'on  conclut 

a^  b'  c^  d, 
en  écrivant 

a^  au  lieu  de  a^  a^  y 
b^  au  lieu  de  b^  b^ , 
c^  au  lieu  de  c  c^  ou  de  c'  c^. 
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orj.  De  même  qu'on  distingue  !es  puissances  par  le 
nombre  de  facteurs  égaux  dont  elles  sont  formées ,  on 
classe  aussi  les  produits  quelconques  par  le  nombre  des 
facteurs  simples  ou  premiers  qui  les  forment  -,  et  je  don- 
nerai à  ces  classes  le  nom  de  degrés.  Le  produit  a*  P  c 
sera,  par  exemple,  du  6^  degré,  parce  qu'il  renferme 
6  facteurs  simples  ,  savoir  :  2  facteurs  a,  3  facteurs  b  et 
1  facteur  c.  Il  est  évident  que  les  facteurs  a,b  etc,  re- 
gardés ici  comme  premiers  ,  ne  le  sont  qu*eu  égard  à 
l'Algèbre  ,  qui  ne  permet  pas  de  les  décomposer  ;  mai» 
ils  peuvent  représenter  d'ailleurs  des  nombres  composés  : 
il  ne  s'agit  ici  que  de  leur  état  général  (*). 

Les  coelïiciens  exprimés  en  nombres  ne  comptent 
point  dans  l'estimation  du  degré  des  quantitésalgébriquesi 
on  n'a  égard  qu'aux  lettres. 

Il  est  évident  (21 ,  aâ)  que  lorsqu'on  multiplie  deux 
monômes  l'un  par  l'autre,  le  nombre  qui  marque  le  degré 
du  produit  est  la  somme  de  ceux  qui  marquent  le  degré 
de  chacun  de  ces  monômes. 

a8.  La  multiplication  des  quantités  complexes  se  ra- 
mène à  celle  des  quantités  monômes,  en  considérant  à 
part  chaque  terme  du  multiplicande  et  du  multiplica- 
teur, de  même  qu'en  Arithmétique ,  on  opère  en  particu- 
lier sur  chaque  chiffre  des  nombres  qu'on  se  propose  de 
multiplier  {Arithm.  33)  ;  la  réunion  des  produits  par^. 


(*)  Par  une  suite  de  l'analogie  indicjue'e  dans  la  note  de  la  page  40, 
on  appelle  communément  ^//nsni/o/i5  ce  que  je  nomme  degrés.  L'ex- 
pression rapportée  ci-dessus  aurait,  dans  le  langage  ordinaire,  6  di- 
mensions. Cet  exemple  prouve  bien  l'absurdité  de  l'ancienne  nomen- 
clature, établie  sur  ce  que  les  produits  de  3  ou  de  3  facteurs  mesurent 
les  aires  des  surfaces  et  les  volumes  des  corp?  ,  qui  ont  deux  ou  trois 
dimensions j  mais  passé  ce  terme,  la  correspondance  entre  le» 
expressions  algébriques  et  les  figures  géométriques  cesse,  puisque 
l'étendue  ne  peut  avoir  plus  d<i  trois  dimensions. 
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tiels  compose  le  produit  total  :  mais  l'Algèbre  présente 
une  circonstance  qui  ne  se  trouve  pas  dans  les  nombres. 
Ceux  -  ci  n'ont  point  de  termes  à  retrancher ,  ou  de 
parties  soustractiyes  ;  les  unités  ,  dixaines  ,  cen- 
taines, etc.  qui  les  forment,  sont  toujours  censées  ajou- 
tées entre  elles,  et  alors  il  est  bien  évident  que  le  produit 
total  doit  se  former  de  la  somme  des  produits  de  chaque 
partie  du  multiplicande  par  chaque  partie  du  multipli- 
cateur. 

Il  en  est  de  même  Iprsqu  il  s'agit  des  expressions  litté- 
rales doi^t  tous  \ps  terraes  sont  assemblés  par  le  signe -f-. 

Le  produit  de      a  -{-  b 
inultiplié  jj^r  c 

est         '•    '  a  c-t-Z>  c,      • 

et  s'obtient  en  multipliant  chaque  partie  du  multipli- 
cande par  le  multiplicateur ,  et  en  ajoutant  les  deux 
produits  partiels  ac  et  b  c.  Si  le  multiplicande  con- 
tenait plus  de  deux  parties ,  l'opération  serait  toujours 
la  même. 

Lorsque  le  multiplicateur  est  la  somme  de  plusieurs 
termes,  il  est  visible  que  le  produit  se  compose  de  la 
somme  des  produits  du  multiplicande  par  chaque  terme 
du  multiplicateur. 

Le  produit  de      a  -f-  ^ 
multiplié  par  c  -f-  c? 

f  ac^bc 
""'^X  +  ad^bd', 
car  en  multipliant  d'abord  «  -f-  è  par  c ,  on  obtient 
ac-j-  bc,  puis  en  multipliant  a-{-  b  parle  second  terme  d 
du  multiplicateur,  on  trouve  a  d"\-bd,  et  la  somme  de 
ces  deux  résultats  donne  «  c  -f  è  c  -f  a  d-^  b  d  pour  le 
produit  total. 

29.  Lorsque  le  multiplicande  contient  des  parties 
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soustractives  ,  les  produits  de  ces  parties  par  le  multipli- 
cateur doivent  être  retranchés  des  autres,  c'est-à-dire 
affectés  du  signe  — .  Par  exemple  , 

le  produit  de       a  —  b 
multiplié  par        c 

est  ac — bc; 

car  chaque  fois  qu'on  prendra  tout  entière  la  quantité  a, 
qui  aurait  dû  être  diminuée  de  b  avant  la  multiplication, 
on  prendra  de  trop  la  quantité  b  ;  le  produit  a  c,  dans 
lequel  a  tout  entier  est  pris  autant  de  fois  que  le  marque 
le  nombre  c,  surpassera  par  conséquent  le  produit  cher- 
ché de  la  quantité  b ,  prise  autant  de  fois  que  le  marque 
le  nombre  c ,  ou  du  produit  Z>  c  :  il  faudra  donc  retran- 
cher ôc  de  ac,  ce  qui  donnera,  comme  ci-dessus, 

ac  —  bc. 

Le  même  raisonnement  s'appliquerait  à  chacune  des 
parties  soustractives  du  multiplicande ,  quel  qu'en  fut  le 
nombre  ,  et  quel  que  fût  celui  des  termes  du  multiplica- 
teur, pourvu  qu'ils  fussent  tous  affectés  du  signe  +. 
En  observant  que  les  termes  qui  n'ont  pas  de  signe  sont 
censés  avoir  le  signe  -f-  ,  on  voit  par  ces  exemples  que 
les  termes  du  multiplicande  affectés  du  signe  -|- ,  donnent 
un  produit  partiel  affecté  du  signe  -f-,  tandis  que  ceux 
qui  sont  affectés  du  signe  — ,  en  donnent  un  affecté  du 
signe — .  Il  suit  de  là  que  lorsque  le  multiplicateur  par- 
tiel a  le  signe  -\- ,  le  produit  partiel  a  le  même  signe  que 
le  multiplicande  partiel. 

3o.  Le  contraire  alieuquandle  multiplicateur  contient 
des  parties  soustractives  ;  les  produits  formés  par  ces  par- 
ties doivent  être  pris  avec  un  signe  contraire  à  celui  qu'ils 
auraient ,  d'après  la  règle  précédente.  On  s'en  convainc^ra 
par  l'exemple  suivant.  ' 
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Soit  le  multiplicande         a  —  b 
le  multiplicateur        c  —  d 

ac  —  bc 


,   .  (     ac  —  oc 

le  prodmt  sera  {_„^^j^. 


car  le  produit  du  multiplicande  par  le  premier  terme  c 
du  multiplicateur  sera,  par  l'exemple  précédent^  ac — bc, 
mais  en  prenant  c  tout  entier  pour  multiplicateur ,  au 
lieu  de  c  diminué  de  d,  on  prend  la  quantité  a  —  b  au- 
tant de  fois  de  trop  que  le  marque  le  nombre  d;  ainsi , 
le  produit  ac — b  c  surpasse  celui  qu'on  cherche,  du  pro- 
duit de  a  — Z>  par  d.  Or  ce  dernier  est ,  par  ce  qui  pré- 
cède, ad — b  d;  et  pour  le  retrancher  du  premier,  il 
faut  en  changer  les  signes  (20)  :  on  aura  donc 
ac  -^  b  c  —  a  d-\-  b  d  pour  le  résultat  demandé. 

3i.  En  résumant  les  conséquences  des  exemples  ci- 
dessus,  on  en  conclura  que  la  multiplication  des  poly- 
nômes s^ effectue  en  multipliant  successivement ,  selon  les 
règles  données  pour  les  monômes  (n°*  2 1  — 26) ,  tous  les 
termes  du  multiplicande  par  chaqueterme  du  multiplica- 
teur,  et  en  observant  que  si  le  multiplicateur  partiel  a  le 
signe  -f- ,  le  produit  partiel  doit  avoir  le  même  signe  que 
le  multiplicande  partiel ,  et  le  signe  contraire ,  si  le  mul- 
tiplicateur partiel  a  le  signe  — . 

Si  l'on  développe  les  différens  cas  de  cette  dernière 
règle ,  on  trouvera , 

1°.  Qu'un  terme  ayant  le  signe  +  ,  multiplié  par  un 
terme  ayant  le  signe  -|-,  donne  un  produit  qui  a  le 
signe  -j-  ; 

2°.  Qu'un  terme  ayant  le  signe  — ,  multiplié  par  un 
terme  ayant  le  signe  -|- ,  donne  un  produit  qui  a  le 
signe  —  'j 

3°.  Qu'un  terme  ayant  le  signe  -f-,  multiplié  par  un 
terme  ayant  le  signe  —  ,  donne  un  produit  qui  a  le 
signe  —  ; 
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4*^.  Qu'un  terme  ayant  le  signe  —  ,  multiplié  par  un 
terme  ayant  le  signe  — ,  donne  un  produit  qui  a  le 
signe  +. 

Ce  tableau  fait  voir  que  lorsque  le  multiplicande  et  le 
multiplicateur  partiels  ont  le  même  signe  ,  le  produit  a 
le  signe  -f-,  et  que  s'ils  ont  des  signes  differens,  le  prO'- 
duit  a  le  signe  — . 

Afin  de  faciliter  la  pratique  de  la  multiplication  des 
polynômes  ,  voici  la  récapitulation  des  règles  qu'il  faut 
suivre  dans  cette  opération. 

1°.  Déterminer  le  signe  de  chaque  produit  partiel^ 
d'après  la  règle  ci-dessus  .*  c'est  la  règle  des  signes. 

2°.  Former  le  coefficient ,  en  faisant  le  produit  de 
ceux  du  multiplicande  et  du  multiplicateur  partiels 
(  22)  .•  c'est  la  règle  des  coefïiciens. 

3°.  Ecrire  à  la  suite  les  unes  des  autres  toutes  les  lettres 
différentes  ,  contenues  dans  le  multiplicande  et  dans 
le  multiplicateur  partiels (^2i)  :  c'est  la  règle  des  lettres. 

4®.  Donner  aux  lettres  communes  au  multiplicande 
et  au  multiplicateur  partiels ,  un  exposant  égal  à  la 
somme  de  ceux  qu'elles  ont  dans  ce  multiplicande 
et  dans  ce  multiplicateur  (26)  .•  c'est  la  règle  des  ex- 
posans. 

32.  Xj'exemple  ci-dessous  offre  l'application  de  toutes 
ces  règles. 

Multiplicande       5  a^ — 2  a^  h  -f-4  et*  b* 
Multiplicateur        a^-^/^  a*  6+2  b^ 

-.,.(•         5a7-^2a^b'\-4aH^ 

P^"^^^'  (■i-ioa^P-^4a'b^+Sa'bK 

Résultat  réduit  5a7_22a^^»+i  2a^è*— 6a^ô^— 4a^M-f  8a*^\ 

La  première  ligne  des  produits  partiels  contient  ceux 

de  tous  les  termes  du  multiplicande  par  le  premier  terme 
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a^  du  multiplicateur  ;  ce  terme  étant  censé  avoir  le 
signe  + ,  les  produits  qu'il  donne  ont  les  mêmes  signes 
<jue  les  termes  correspondans  du  multiplicande  (3i). 

Le  premier  terme  5a'^  du  multiplicande  ayant  le 
«igné  -\~ ,  on  n'écrit  pas  celui  du  premier  produit  partiel, 
qui  serait  aussi  -|-  ;  le  coefficient  5  de  a^  étant  multiplié 
par  le  coefficient  i  de  a^,  donne  5  pour  celui  du  produit 
partiel  ;  la  somme  des  deux  exposans  de  la  lettre  a 
est  4-f-3  ou  7  :  le  premier  produit  partiel  est  donc  5a'. 

Le  second  terme  —  aa^b  du  multiplicande  ayant  le 
signe  —  ,  le  produit  a  le  signe  —  ;  le  coefficient  2  de 
a^bj  multiplié  parle  coefficient  i  de  c^,  donnée  pour 
coefficient  du  produit;  l'exposant  de  la  lettre  a ,  com- 
mune aux  termes  qu'on  multiplie ,  est  3  -j-  3  ou  6,  et  on 
écrit  à  la  suite  la  lettre  b ,  qui  ne  se  trouve  que  dans  le 
multiplicande  partiel  :  le  second  produit  partiel  est  donc 
—  Qa^b. 

Le  troisième  terme  +4^*  b^  donne  un  produit  partiel 
affecté  du  signe  -f-,  et  par  les  règles  appliquées 
aux  deux  termes  précédens ,  on  trouve -}- 4^^^^- 

La  seconde  ligne  contient  les  produits  de  tous  les 
termes  du  multiplicande  par  le  second  terme  —  4  û*  ^  ^^^ 
multiplicateur  ;  ce  dernier  ayant  le  signe  — ,  tous  les 
produits  qu'il  donne  doivent  avoir  des  signes  contraires 
à  ceux  des  termes  correspondans  du  multiplicande  :  les 
coefficiens ,  les  lettres  et  les  exposans  se  forment  comme 
dans  la  ligne  précédente. 

La  troisième  ligne  enfin  renferme  les  produits  de  tous 
les  termes  du  multiplicande  par  le  troisième  terme  -f  2  b^ 
du  multiplicateur  ;  ce  terme  ayant  le  signe  +  ,  tous  les 
produits  qu'il  donne  ont  le  même  signe  que  les  termes 
correspondans  du  multiplicande. 

Après  avoir  formé  tous  les  produits  partiels  dont  se 
compose  le  produit  total,  on  examine  attentivement  ce 
dernier  ,  pour  voir  s'il  ne  renferme  pas  des  termes  sem- 
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blables.  Lorsqu'il  en  offre  de  tels  ,  on  lés  réduit,  suivant 
la  règle  du  numéro  19  ,  en  observant  que  deux  termes, 
pour  être  semblables  ,  doivent  contenir  non-seulement 
les  mêmes  lettres,  mais  encore  affectées  d'bs  mêmes  ex- 
posans.  Dans  l'exemple  ci-dessus,  il  y  a  trois  réductions , 
savoir  : 

—  2.a^h    et  — 2oa^  ,     ce  qui  donne     — 220^^; 
-f-    ^œ'b^  et  +   8a^Z>%     ce  qui  donne     -f-  lo.a'b^  ; 

—  iMb"^  et  -\-\oa^b^y     ce  qui  donne     —    ^a^¥. 
Ces  réductions  étant  effectuées ,  on  a  pour  résultat  la 
dernière  ligne  de  l'exemple. 

Voici  encore  ,  pour  exercer  le  lecteur ,  un  exemple 
de  multiplication  ,  qu'il  est  facile  d'effectuer  d'après  ce 
qui  précède. 
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33.  Les  procédés  de  la  multiplication  font  voir  que  &i 
tous  les  termes  du  multiplicande  sont  du  même  de- 
gré (i27),  et  que  ceux  du  multiplicateur  soient  aussi 
du  même  degré ,  tous  les  termes  du  produit  seront  du 
degré  marqué  par  la  somme  des  nombres  qui  désignent 
le  degré  des  termes  de  chacun  des  facteurs. 

Dans  le  premier  exemple,  le  multiplicande  est  du 
quatrième  degré,  le  multiplicateur  du  troisième ,  le  pro- 
duit est  du  septième. 

Dans  le  second  exemple,  le  multiplicande  est  du 
sixième  degré,  le  multiplicateur  du  troisième;  le  produit 
est  du  neuvième. 

Les  expressions  comme  celles  qu'on  vient  de  rappeler, 
dont  tous  les  termes  sont  du  même  degré,  se  nomment 
expressions  homogènes  ;  et  la  remarque  qu'on  a  faite 
sur  leurs  produits  ,  est  utile  pour  prévenir  les  erreurs 
qu'on  pourrait  commettre  en  oubliant  quelques-uns  des 
facteurs  dans  les  multiplications  partielles. 

34.  Les  opérations  algébriques  effectuées  sur  des 
quantités  littérales,  laissant  voir  comment  les  diverses 
parties  de  ces  quantités  concourent  à  la  formation 
des  résultats  ,  font  souvent  connaître  des  propriétés 
générales  des  nombres,  indépendantes  d'aucun  sys- 
tème de  numération.  Ler,  multiplications  ci -après  con- 
duisent à  des  conséquences  de  ce  genre ,  très  remar- 
quables et  d'une  application  fréquente  dans  la  suite. 


ab-^b^ 


»       A    L 

G    È 

B    R    E. 

a-j-b 

a'-\'ab 
•j-ab-^b'' 

0*4-2  0 

b-\^b- 

i 

+b' 

a^-\-2a^b-\-ab'' 
a^-\-Zd'b-\-'5ab^'^b^. 


La  première,  de  laquelle  il  résulte  que  la  quantité 
G  +  è,  multipliée  par  a-—  6  ,  donne  a^ — b" ,  fait  voir 
que  si  Von  multiplie  la  somme  de  deux  nombres  par  leur 
différence ,  le  produit  sera  la  différence  des  quarrés  de 
ces  nombres. 

Si  l'on  prend,  par  exemple  ,  la  somme  1 1  des  nombres 
7  et  4 ,  qu'on  la  multiplie  par  la  différence  5  de  ces 
nombres,  le  produit  3  X  1 1  ou  33  sera  égal  à  la  diffé- 
rence entre  49  ,  quarré  de  7  ,  et  16  ,  quarré  de  4. 

Par  le  second  exemple  ,  dans  lequel  0  +  ^  est  deux 
fois  facteur,  on  apprend  que  la  seconde  puissance ,  ou  le 
quarré,  d'une  quantité  composée  de  deux  parties j  a  et  h, 
contient  le  quarré  de  la  première  partie,  plus  le  double  du 
produit  de  la  première  partie  par  la  seconde ,  plus  le 
quarré  de  là  seconde. 

Le  troisième  exemple  ,  où  l'on  a  multiplié  la  seconde 
puissance  de  a-|-  Z>  par  la  première ,  montre  que ,  la  troi- 
sième puissance,  ou  le  cube,  d'une  quantité  composée  de 
deux  parties ,  renferme  le  cube  de  la  première ,  plus  trois 
fois  le  quarré  de  la  première  multiplié  par  la  seconde  , 
plus  trois  fois  la  première  multipliée  par  le  quarré  de  la 
seconde ,  plus  enfin  le  cube  de  la  seconde,  r  ^ijq  Vit- 

4^:     ,■' 
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35.  Comme  il  est  souvent  nécessaire  de  décompofier 
une  quantité  dans  ses  facteurs  ,  et  de  laisser  toujours  en 
évidence,  le  plus  qu'il  est  possible  ,  la  formation  des 
quantités  que  l'on  considère  ^  on  n'effectue  les  opérations 
algébriques  que  lorsqu'on  ne  peut  s'en  dispenser  absolu- 
ment; et  il  faut,  pour  cette  raison,  établir  des  signes 
propres  à  indiquer  la  multiplication  entre  des  quantités 
complexes. 

On  se  sert  à  cet  effet  de  parenthèses  ou  crochets,  entre 
lesquels  on  renferme  les  différens  facteurs  du  produit 
indiqué.  L'expression 

(5a+— 3a=^è^  +  M)  (4  a  Z)»— ac*+ t/^)  (Zj'^-^c*), 
par  exemple ,  indique  le  produit  des  quantités  complexes 

5a^  — 3a^Z)^  +  M,   4ab''  —  ac'-i-(P  et   b^—c*. 
Quelques  auteurs    déjà  un  peu  anciens,   ont  mis  des 
barres    au-dessus   des  facteurs,    comme  on  le  voit 
ci-dessous. 


6  a4— 3a*6^4-M  X  4 a^^  —  a  cr»  -f  ci^  X  ^?  —  c^  ; 

mais  les  barres  pouvant  être  prolongées  plus  ou  moins 
qu'il  ne  faut ,  ce  signe  est  moins  précis  que  les  pa- 
renthèses ,  qui  ne  laissent  jamais  d'équivoque  sur  la 
totalité  des  quantités  comprises  dans  chaque  facteur  : 
aussi  ont-elles  prévalu. 

Dç  la  division  des  quantités,  algébriques. 

36.  Là  division  algébrique  doit  être  considérée ,  ainsi 
que  la  division  arithmétique  ,  comme  une  opération 
servant  à  découvrir  l'un  des  facteurs  d'un  produit  donné 
lorsqu'on  connaît  l'autre.  D'après  cette  définition  ,  le 
quotient ,  multiplié  par  le  diviseur ,  doit  reproduire  le 
dividende. 

En  appliquant  ces  notions  aux  quantités  monômes , 
on  verra  par  le  n**  21  ,  que  le  dividende  est  formé  des 
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facteurs  du  dmseur  et  de  ceux  du  (Quotient  ;  donc  ,-  en 
supprimant  dans  le  dividende  tous  les  facteurs  qui  com- 
posent le  diviseur,  le  résultat  sera  le  quotient  cherché. 

Soit,  par  exemple,  le  monôme  72 a^ è^ c^ c? à  diviser 
par  le  monôme  9  a^  è  c*  ;  il  faut ,  suivant  la  règte  énoir- 
cée  ci-dessus ,  supprimer  dans  la  première  de  ces  quan- 
tités j  les  facteurs  de  la  seconde ,  qui  sont 

9,       «5,       b,       et       c*: 

îl  fauf  donc,  pour  que  là'  dîvi^ibti  puisse  é' effectuer, 
qtie  ces  facteurs  soient  dans  le  dividende.  En  lesprenâtit 
par  ordre ,  on  voit  d'abord  que  lé  coefficient  9  du  divi- 
seur doit  être  facteur  du  caéffiéiéiit  72  du  dividende ,  où 
^e  9  doit  diviser  exactement  72  ;  c'est  ce  qui  a  lieu  éù 
effet,  puisque72=9X8  :  en  supprimant  donc  le  fac- 
teur ^^,  î\  restera  lé  facteur  8  j^uî*  coefficient  dtr  qiicr- 
tîéiitf. 

Il  suiténéore  dés"  règles  de  ïa  multipllcâlioii  (25)\ 
que  l'exposant  5  de  îa  lettre  a  dans  le  dividende,  est  îa 
somme  des  exposans  qu'elle  a  dans  le  diviseur  et  dans 
Te  quotient;  ce  dernier  exposant  sera  par  conséquent 
la  différence  enti'e  les  deux  autres,  ou 5  —  3  =  2:  ainsi 
la  lettre  a  aura,  dan^  le  quotient,  l'exposant  2.  Par  la 
même  raison ,  la  lettré  5  aura ,  dans  lé  quotient ,  un 
exposant  égal  à3  — i,  ou  2.  Enfin  le  facteur  c""  étant 
commun  au  dividende  et  au  diviseur,  doit  être  sup- 
primé ;  et  l'on  aura  par  ôonséquent 

8  a*  b'^d' 
pour  le  qiiotîent  demandé. 

On  raisonnerait  de  même  sur  tout  autre"' exemple  ;  et 
on  conclura  de  ce  qui  précède  ,  que  ,  pôûj^  effectuer  la 
division  des  quantités  monômes,  il  faut  diviser  lé  coeffi- 
cient du  dividende  par  celui  du  diviseur; 

Supprimer  dam  le  dividende  les  lettres  qui  lui  sàrit 
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communes  avec  le  diviseur,  lorsqu'elles  ont  le  même  ex- 
posant; et  lorsque  l'exposant  n'est  pas  le  même,  retran- 
cher l'exposant  du  diviseur  de  celui  du  dividende,  le 
reste  étant  l'exposant  que  doit  avoir  la  lettre  dans  le 
quotient; 

Enfin  écrire  au  quotient  les  lettres  du  dividende  qui  ne 
sont  pas  dans  le  diviseur. 

37.  En  appliquant  la  règle  donnée  ci-dessus  pour 
former  l'exposant  des  lettres  du  quotient ,  à  une  lettre 
qui  aurait  le  même  exposant  dans  le  dividende  et  dans 
le  diviseur,  on  trouverait  zéro  pour  l'expusant  qu'elle 
devrait  avoir  au  quotient  :  a^  divisé  par  c^,  par  exemple  , 
donnerait  a°.  Pour  savoir  ce  que  peut  signifier  une  pa- 
reille expression  ,  il  faut  remonter  à  son  origine,  et  con- 
sidérer que,  représentant  le  quotient  de  la  division  de  la 
quantité  a^  par  elle-même,  elle  doit  répondre  à  l'unité , 
qui  marque  combien  de  fois  une  quantité  quelconque  se 
contient  elle-même.  Il  suit  de  là  que  l'expression  a°  est 
unsymbole  équivalent  à  l'unité,  et  qu'on  doit  remplacer 
par  conséquent  par  1 .  On  peut  donc  se  dispenser  d'écrire 
les  lettres  qui  ont  zéro  pour  exposant ,  puisqu'alors  cha- 
cune d'elles  ne  représente  que  l'unité.  Ainsi ,  a^b  c*  divise 
par  a"  h  c*,  donnant  a'  h°  c° ,  revient  à  a,  comme  on  peut 
aussi  s'en  assurer  en  effectuant  la  suppression  des  fac- 
teurs communs  au  dividende  et  au  diviseur. 

On  voit  par  là  que  cette  proposition  :  Toute  quantité 
qui  a  zéro  pour  exposant ,  vaut  alors  1 ,  n'est,  a  propre- 
ment parler,  que  l'explication  d'un  résultat  auquel  con- 
duit la  convention  faite  sur  la  manière  d'écrire  les  puis- 
sances des  quantités  par  les  exposans. 

Pour  que  la  division  puisse  s'effectuer,  il  faut,  1°.  que 
le  diviseur  ne  renferme  aucune  lettre  qui  ne  se  trouve 
dans  le  dividende  -,  2°.  que  l'exposant  des  lettres,  dans 
|e  diviseur,  ne  surpasse  point  celui  qu  elles  ont  dans  le 
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dividende-^  3°.  eiiiin,  que  le  coelïicient  du  diviseur  divise 
exactement  celui  du  dividende. 

38.  Lorsque  ces  conditions  n'ont  pas  lieu,  la  division 
ne  peut  que  s'indiquer  sous  la  forme  d'une  fraction , 
d'après  la  convention  du  numéro  2  ;  et  il  faut  chercher 
ensuite  à  simplifier  cette  fraction  ,  en  supprimant  les 
facteurs  qui  sont  communs  en  même  temps  au  dividende 
et  au  diviseur,  s'il  y  en  a  de  tels  ;  car  {Arithm.  67  )  il 
est  visible  que  les  principes  sur  lesquels  repose  la  théorie 
des  fractions  arithmétiques,  étant  indépendans  de  toute 
valeur  particulière  de  leurs  termes,  conviennent  aux  frac- 
tions représentées  par  des  lettres,  comme  à  celles  qui 
sont   exprimées  par  des  nombres. 

D'après  ces  principes ,  on  supprime  d' abord  les  facteurs 
numériques  communs  aux  coefficiens  du  dividende  et  du 
diviseur,  puis  les  lettres  qui  sont  communes  au  dividende 
et  au  diviseur  y  et  qui  ont  le  même  exposant  dans  l'un  et 
dans  l'autre.  Lorsque  l'exposant  n'est  pas  le  mêm.e,  on 
retranche  leplus  petit  du  plus  sirand ,  et  on  donne  le  reste 
pour  exposant  à  la  lettre ,  qu'on  n^ écrit  que  dans  celui 
des  deux  termes  de  la  fraction  où  elle  avait  le  plus  haut 
exposant. 

L'exemple  suivant  éclaircira  cette  règle. 

Soît  4^^c^b'^c^d  à  diviser  par  64a^^^c^e;  le  quotient 
ne  peut  que  s'indiquer  sous  la  forme  fractionnaire 
4San^c<'d 
64an^c^e    ' 
mais  les  coefRciens  48  et  G^  étant  tous  deux  divisibles 
par  16  ,  en  supprimant  ce  facteur  commun,   le  coefïi- 
cient  du  numérateur  deviendra  3 ,    et  celui  du  déno- 
minateur 4. 

La  lettre  a  ayant  le  même  exposant  3  dans  les  deux 
termes  de  la  fraction ,  il  s'ensuit  que  a^  est  un  facteur 
commun  au  dividende  et  au  diviseur,  et  qu'on  peut 
aussi  le  supprimer. 
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Passant  ensuite  à  la  lettre  h,  il  faut  diviser  la  puis- 
sance la  plus  élevée,  qui  est  Z>^,  par  Z»^,  suivant  la  règle 
doïinée  plus  haut ,  et  le  quotient  Z>*  nous  apprend  que 
b^z=PX  ^*-  Supprimant  donc  le  facteur  commun  b^, 
il  restera  dans  le  numérateur  le  facteur  b'^. 

Par  rapport  à  la  lettre  c  ,  le  facteur  le  plus  élevé  étant 
c*  au  dénominateur,  si  on  le  divise  par  c*,  on  le  décom- 
posera  en  c^  X  c^  ;  et  supprimant  le  facteur  c^,  commun 
aux  deux  termes ,  cette  lettre  disparaîtra  du  numéra- 
teur, mais  restera  au  dénominateur  avec  l'exposant  2. 

Enfin  les  lettres  det  e  resteront  à  leurs  places  respec- 
tives ,  puisque  dans  l'état  où  elles  sont,  elles  n'indiquent 
aucun  facteur  qui  soit  commun  aux  deux  termes  de  la 
fraction. 

Par  ces  diverses  opérations,  la  fraction  proposée  se 
réduit  à 

c'est  sa  plus  simple  expression,  tant  qu'on  ne  donne  au- 
cune valeur  numérique  aux  lettres  ;  car  elle  pourrait  se 
réduire  encore  si  ces  lettres  étaient  remplacées  par  des 
nombres  contenant  des  facteurs  communs. 

39.  Une  observation  qu'il  ne  faut  pas  manquer  de 
faire,  c'est  que  sitousles  facteurs  du  dividende  entraient 
dans  le  diviseur,  qui,  de  plus,  en  contiendrait  encore 
d'autres  qui  lui  seraient  particuliers ,  il  faudrait ,  après 
la  suppression  des  premiers  facteurs ,  mettre  l'unité  à  la 
place  du  dividende,  au  numérateur  de  la  fraction.  En 
effet,  dans  ce  cas  on  peut  supprimer  dans  les  deux  termes 
de  la  fraction,  tous  les  facteurs  du  numérateur,  c'esf-à- 
dire  diviser  les  deux  termes  de  la  fraction  par  le  numé- 
rateur -,  mais  celui-ci  étant  divisé  par  lui-même  ,  doit 
donner  l'unité  pour  le  quotient  dont  il  faut  faire  le  nou- 
veau numérateur. 
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Soit  pour  exemple  la  fraction 
4a'b  c 
laa'b^cd' 
les  facteurs  12,  c*,  2»^  et  c,  se  divisant  respectivement 
parles  facteurs  4,  a^  ,  ô  et  c,  c'est  comme  si  l'on  divisait 
les  deux  termes  de  la  fraction  proposée  par  le  numé- 
rateur 4a'bc',    or  la  quantité  4d'bc  divisée  par  elle- 
même,  donne  1  pour  quotient ,  et  la  quantité  iQo'Pcd 
divisée  parla  première ,  donne ,  par  les  règles  ci-dessus , 
Sb""  d:  la  nouvelle  fraction  est  donc 
1 


40.  Il  suit  des  règles  de  la  multiplication,  que  lors- 
qu'une quantité  monôme  multiplie  une  quantité  poly- 
nôme, elle  devient  facteur  commun  de  tous  les  termes  de 
celle-ci.  On  profite  de  cette  observation  pour  simplifier 
les  fractions  dont  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont 
des  polynômes  ayant  des  facteurs  communs  à  tous  leurs 
termes. 

Soit  l'expression 

^c^—'ôa'be'^i^a'c'  _ 

^a'b  —  iS  a"  c-\-Q.4o?' 
en  examinant  la  quantité  6  a^  —  3  c''  è  c-f-  1 2  «^  c%  on 
voit  que  le  facteur  d^  est  commun  à  tous  ses  termes ,  puis- 
que a'^  z^a^  X  a^y  et  qu'en  outre  les  nombres  G  ,  3  et  12 
sont  tous  divisibles  par  3  ;  en  sorte  que 
6a4--3a^5c+i2aV=2a=^X3a='— ^cX3a^-!-4c'X3a^ 

De  même  le  dénominateur  a  pour  facteur  commun  3  a*  ; 
caries  facteurs  a?-  et  3  entrent  dans  tous  ses  termes,  et  l'on  a 
^a"  b  —  i5a^c-|-24a3  =  36x3a^—  5cX3a^-f  8aX3  a\ 
Supprimant  donc  le  facteur  3  a%  tant  dans  le  numérateur 
quedansle  dénominateur,,la  fraction  proposée  deviendra 

3^.__5c-f8a  ■ 
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41 .  Je  passe  maintenant  au  ca's  où  le  dividende  et  le 

diviseur  sont  tous  deux  complexes  ,  et  dans  lequel  an 

ne  peut  plus  reconnaître ,  à  la  première  vue ,  si  le  divi- 
seur est  ou  n'est  pas  facteur  du  dividende. 

Puisque  le  diviseur,  multiplié  par  le  quotient,  doit 
reproduire  le  dividende ,  il  faut  que  ce  dernier  contienne 
tous  les  produits  partiels  de  chaque  terme  du  diviseur  par 
chaque  terme  du  quotient  ;  et  si  l'on  pouvait  retrouver  les 
produits  formés  par  chaque  ternie  du  diviseur  en  parti- 
culier ,  en  les  divisant  par  ce  terme  qui  est  connu,  on  ob- 
tiendrait ceux  du  quotient ,  de  la  même  manière  qu'en 
Arithmétique  on  découvre  tous  les  chiffres  du  quotient 
en  divisant  successivement  par  le  diviseur,  des  nombres 
qu  on  regarde  comme  les  produits  partiels  de  ce  diviseur 
par  les  divers  chiffres  du  quotient.  Mais  dans  les  nom- 
bres, ces  produits  partiels  se  présentent  par  ordre,  en 
commençant  par  les  unités  placées  au  dernier  rang  sur 
la  gauche  ,  à  cause  de  la  subordination  établie  entre  les 
unités  de  chaque  chiffre  du  dividende, d'après  le  rang  qu'ils 
occupent.  Il  n'en  est  pas  de  même  en  Algèbre  ;  mais  on 
y  supplée  en  rangeant  tous  les  termes  du  dividende  et 
du  diviseur,  de  manière  que  les  exposans  des  puissances 
de  la  même  lettre  diminuent  dans  chaque  terme, en  allant 
de  gauche  à  droite,  ainsi  qu'on  le  voit,  par  rapport  à  la 
lettres,  dans  les  quantités 

Sa7  —  22  a^  Z>-f-i2  «5  ^,=^_  6  aU3  — 4  û3  M4-  8  fl"  6^ 

5a4»-2a3Z»-f4a^6% 

do jit  l'une  est  le  produit,  et  l'autre  le  multiplicande,  dans 

l'opération  du  numéro  32  :  c'est  ce  qu'on  appelle  orc^o/izier 

les  quantités  proposées. 

Lorsqu'elles  sont  rangées  ainsi,  il  est  visible  que,  quel 
que  soit  le  facteur  par  lequel  il  faille  multiplier  la  seconde 
pour  obtenir  la  première  ,  le  terme  5  a\  qui  commence 
celle-ci,  résulte  du  terme  5a+,  qui  commence  l'autre  , 
multiplié  par  le  terme  où  o  aurait  le  plus  haut  expo- 
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santdans  le  facteur  cherché ,  et  qui  se  trouve  le  premier 
de  ce  facteur  lorsqu'il  est  ordonné  par  rapport  à  a.  En 
divisant  donc  le  monôme  5à^  par  le  monôme  5  a'^,  le 
quotient  a^  sera  le  premier  terme  du  facteur  cherché. 
Or ,  par  les  règles  de  la  multiplication ,  le  produit  total 
devant  contenir  les  divers  produits  partiels  résultant 
de  la  multiplication  de  tout  le  multiplicande  par  chaque 
terme  du-  multiplicateur,  il  s'ensuit  que  la  quantité 
prise  ici  pour  dividende ,  doit  contenir  les  produits  de 
tous  les  termes  du  diviseur  6  a'^  —  Qa^b-^/^a^b^  par 
a^,  premier  terme  du  quotient  ;  et  par  conséquent  si  l'on 
retranche   du  dividende  ces  produits  ,    qui  sont  5  a^ 

—  2  a^  b  ^  4aH\\eYeste--  2oa^  b  -^S  œ>  b^—G  a^b^ 

—  4ci^  b'^-\^Sd^b^,  ne  contiendra  plus  que  ceux  qui  ré- 
sultent de  la  multiplication  du  diviseur  par  le  second , 
Je  troisième,  etc.,  termes  du  quotient. 

Ce  reste  peut  donc  être  considéré  comme  un  divi- 
dende partiel  ;  et  son  premier  terme ,  dans  lequel  a  a  l'ex- 
posant le  pIuL  haut,  n'a  pu  provenir  que  de  la  multipli- 
cation du  premier  terme  du  diviseur  par  le  second  du 
quotient.  Mais  le  premier  terme  du  dividende  partiel 
ayant  le  signe  — ,  il  faut  assigner  celui  que  doit  avoir 
le  terme  correspondant  du  quotient  :  or  cela  est  facile 
par  la  i"-'  règle  du  n°  5i  ;  car  la  quantité  —  qo  a^b,  re- 
gardée comme  un  produit  partiel ,  ayant  un  signe  con- 
traire à  celui  du  multiplicande  partiel  5  a^,  il  en  résulte 
que  le  multiplicateur  partiel  a  dû  être  affecté  du  signe  — . 
La  division  étant  donc  opérée  sur  les  monômes  — loa^b 
et  5a^,  donnera  — 4^^b  pour  ce  second  terme.  Si  on 
le  multiplie  par  tous  ceux  du  diviseur,  et  que  l'on  re- 
tranche le  produit  du  dividende  partiel  ,  le  reste 
-f-io  a4  /,s — ^^3  ^4  _j_  8a^  6^,  ne  contiendra  plus  que  les 
produits  du  diviseur  parle  troisième  ,  etc.,  termes  du 
quotient. 

En  le  regardant  comme  un  nouveau  dividende  partiel. 
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«on  premier  terme  lo  af^b^  ne  peut  être  <|ùele  produit 
du  premier  terme  du  diviseur  par  le  troisième  du  quo- 
tient ;  et  par.  conséquent  te  dernier  &  obtiendra  en  divi- 
sant ,  l'un  par  l'autre  ,  les  monômes  lo  a+Z>^  et  5  a"^.  Le 
giïotient  2Py  étant  multiplié  par  tout  le  diviseur,  four- 
nit des  produits  dont  la  soustraction,  épuisant  le  dividende 
partiel ,  prouve  que  le  quotient  n'a  que  trois  fermes. 

S'il  avait  dû  en  avoir  un  plus  grand  nombre ,  ow  les 
aurait  évidemment  trouvés  comme  les  précédens;  et  si, 
comme  on  le  suppose,  le  dividende  a  pour  facteur  le 
diviseur ,  la  soustraction  du  produit  de  ce  diviseur  par  le 
dernier  terme  du  quotient ,  doit  toujours  épuiser  le  der- 
nier dividende  partiel. 

^  42-  Pour  faciliter  la  pratiqué  des  i^ègîéë  ^ouvé'e^cî- 
oessus,  i*.  On  dispose  le  dividende  et  h  diviseur  cOTtiiûe 
pour  la  division  des  lïùràhres ,  en  les  ordonrianf  Vùn  et 
l'autre  par  rapport  à  une  même  lettre ,  c'est-à-dire  en 
écrivant  leurs  termes  de  manière  que  les  exposans  de'ceMe 
lettre  aillent  en  décroissant  ; 

2".  On  divise  le  premier  terme  du  dividende  par  le  pre- 
mier terme  du  diviseuf,  et  on  écrit  le  résultat  à  la  ptùôe 
marquée  pour  le  quotient; 

'5°.  On  multiplie  tout  le  diviseur  par  le  quotient  partiel 
qu'on  vient  de  trouver  y  on  le  retranche  du  divid'endte , 
et  on  fait  la  réduction  des  termes  semblables; 

4°-  On  regarde  ce  reste  comme  un  nouveau  dividende 
dont  on  divise  le  premier  terme  par  le  premier  terme  du 
diviseur;  on  écrit  le  résultat  comme  un  second  terme  du 
quotient  y  et  on  poursuit  l' opération  sur  ce  terme  comme 
ci-dessus ,  jusqu'à  ce  que  tous  les  ternies  du  dividende 
soient  épuisés. 

En  observant  qu'un  produit  a  le  même  signe  que  le 
multiplicande,  lorsque  le  multiplicateur  aie  signe -f-,  et 
<îu'il  a,  danfllecascontraire,  le  signe— (3i),  on  eîi  con- 


D*    A    L    G    E    B    R   E.  6l 

dut  ^ue  lorsque  le  dividende  partiel  et  le  premier  ternie 
du  diviseur  ont  le  même  signe ,  le  quotient  doit  avoir  le 
iigne-^\  et  s' ils  ont  des  signes  contraires  fie  quotient  doit 
avoir  le  signe  —  :  c'est  la  règle  des  signes. 

Les  divisions  partielles  s'effectuent  par  les  règles  d^n- 
ïiéespo^rles  quantités  monômes. 

On  divise  le  coefficient  du  dividende  par  celui  du  di- 
viseur .•  c'est  la  règle  des  coefïiciens. 

On  écrit  au  quotient  les  lettres  communes  au  divi- 
dende et  au  diviseur,  avec  un  exposant  égal  à  la  diffé- 
rence de  ceux  dont  elles  sont  affectées  dans  ces  deux 
termes ,  et  enjîn  les  lettres  qui  ne  sont  quau  dividende  .* 
ce  sont  là  les  règles  des  lettres  et  des  exposans. 

43.  Pour  appliquer  ces  règles  aux  quantités 

50^-^22  a^b+i^a^h^— 6  a^b^—4an.^'^Sa^b\ 
5a^^2a^b-{'4a^b\ 

qui  m'ont  servi  d'exemple,  plus  haut,  on  les  dispose 
comme  s'il  s'agissait  d'effectuer  la  division  arithmétique. 


Dividende. 
Sa7'^2!2a^b-\-i2a^b''—6a^b^—4a^b^+Sa''P 
--5a7+  !ia^b'-4q^b^ 


Reste  —zoa^b  -f  Sa^''—6a^b^—4a^b^-^Sa^b^ 
-j-2oa^b-Sa^b^+i6a^P 

Raste  r^ioa^P—4a%^-^Sa''b^ 

—  1  oa^b^^4a^^—8a''b^ 

Reste  -  •   — - - 


Diviseur. 
Ba^—2a^b-j-4a''b' 


Quotient. 
a^^4a'b+zP 


Le  signe  d,u,  premiei^  X^V?,^.  Sq'  du  dividende  étant  le 
lïifmç^^  que  çelu^  de,  Sfifi,  preraiegr  ter^ne  du  diviseur  y  on 
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devrait  mettre -f- au  quotient;  mais  comme' il  s'agit  dn 

premier  terme  ,  on  omet  ce  signe. 

En  divisant  Sa'  par  6a^,  on  a  pour  quatient  a^,  que 
l'on  écrit  sous  le  diviseur. 

Multipliant  successivement  les  trois  termes  du  divi- 
seur par  le  premier  terme  a^  du  quotient,  et  écrivant  les 
produits  sous  les  termes  correspondans  du  dividende  , 
après  avoir  changé  les  signes  de  ces  produits  pour  les 
retrancher  (20)  ,  on  forme  la  quantité 

dont  on   fait  la  réduction   avec  le   dividende  ;   et  on 
obtiet  pour  reste 

—20 a^b-\- Sœ>  b^  —  e  a^b^-^4an^-^Sa^ b\ 
En  continuant  la  division  sur  ce  reste ,  le  premier  terme 
—  zoa^b,  divisé  par  5  a*,  donne  pour  quotient — 4^^^> 
ce  quotient  ayant  le  signe  —  ,  à  cause  que  le  dividende 
et  le  diviseur  sont  de  signes  difFérens.  En  le  multipliant 
par  tous  les  termes  du  diviseur,  et  changeant  les  signes^ 
on  forme  la  quantité 

-f-2oa6  6_  SaH''  -\~  iGan\ 
dont  on  fait  la  réduction  avec  le  dividende  ,  et  on  ob- 
tient ppar  reste 

_|_  ioa'^b^-^4a^b^-{'Sd'b\ 

Divisant  le  premier  terme  de  ce  nouveau  dividende 
partiel,  10  a^b^^  par  le  premier  terme  5  a^  du  diviseur  > 
multipliant  par  le  résultat  +  2  b^,  tout  le  diviseur  j  écri- 
vant les  produits  sous  le  dividende  partiel ,  en  observant 
de  chanp:er  leur  signe ,  et  faisant  la  réduction ,  il  ne  reste 
rien ,  ce  qui  montre  que  -f-  2  Z>^  est  le  dernier  terme 
du  quotient  cherché  ,  lequel  a  par  conséquent  pour  ex- 
pression a^  —  4^^^  'h^  ^^' 

44.  Il  est  à  propos  de  remarquer  que  dans  la  division , 
les  multiplications  des  différens  termes  du  quotient  par 
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le  diviseur ,  produisent  souvent  des  termes  qui  ne  se 
trouvent  pas  dans  le  dividende ,  et  qu'il  faut  diviser  en- 
suite par  le  premier  terme  du  diviseur.  Ces  termes  sont 
ceux  qui  se  sont  détruits  lorsqu'on  a  formé  le  dividende 
par  la  multiplication  de  ses  deux  facteurs  ,  le  quotient 
et  le  diviseur.  Yoici  un  exemple  remarquable  de  ces 
réductions  : 

Soit  a^  —  b^  à  diviser  par  a—b: 

Division.  .  Multiplication. 


a^~b^ 
—  a^  +  a^b 


a 


a'j^ab^b' 


^a^b  —  b^ 
—  a^b-^ab' 


^ab-'—b^ 
—  ab^-^P 


a  —  b 
a^-f  ab-\-b' 

a^—a^b 
^a^b—ab"" 
J^ab^—  P 


résultat     a^^b^. 


Le  premier  terme  a?  du  dividende  ,  divisé  par  le  premier 
terme  a  du  diviseur ,  donne  pour  quotient  a^;  en  multi- 
pliant ce  quotient  par  le  diviseur,  et  changeant  les  signes 
des  produits,  on  trouve  —  a^  _|_  ^^^  ^  .  \^  terme—  a^ 
détruit  le  premier  terme  du  dividende;  mais  il  reste  le 
terme  a"  b ,  qui  ne  se  trouvait  pas  d'abord  dans  le  divi- 
dende. Puisqu'il  contient  la  lettre  a,  on  peut  le  diviser 
par  le  premier  terme  du  diviseur,  et  on  obtient  +  ab. 
Multipliant  ce  quotient  par  le  diviseur,  et  changeant  les 
signes  des  produits,  il  vient  —  d'b -{~ab^  :  le  terme 
—a'b  détruit  le  précédent  ;  mais  il  reste  le  terme  +  a  b\ 
qui  n'étaitpas  non  plus  dans  le  dividende.  Qu'on  ledivise 
par  a,  on  aura  pour  quotient  +  b"--,  multipliant  ce  quo- 
tient partiel  par  le  diviseur ,  on  aura,  en  changeant  les 
iignes  ,  —  a  b^J^b^  ;  le  premier  terme  —  ab^  détruira  le 
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précédent ,  et  le  second  -|-  ^^  détruira  le  dernier  terme 
^rrrZ»^  quî  rcstoit  du  dividende. 

Pour  bien  comprendre  le  mécanisme  de  la  division  , 
il  suffit  de  jeter  les  yeux  sur  la  multiplication  du  quotient 
a»^  ab  -{-  b'^  par  le  diviseur  a —  b  ,  placée  à  côté  de  la 
division  précédente  ;  on  verra  que  tous  les  termes  repro- 
duits dans  les  divisions  partielles  sont  ceux  qui  se  dé- 
truisent dans  le  résultat  de  la  multiplication. 

45.  Il  arrive  quelquefois  que  la  quantité  par  rapport 
à  laquelle  on  ordonne,  se  trouve  à  la  même  puissance 
dans  plusieurs  termes ,  soit  du  dividende  ,  soit  du  divi- 
seur. Dans  ce  cas ,  il  faut  ranger  dans  une  même  colonne , 
ou  bien  écrire  immédiatement  à  la  suite  les  uns  des 
autres ,  ces  termes ,  en  observant  de  les  ordonner  entre 
eux  par  rapport  à  une  autre  lettre. 

Soit^a^b^+b''c^—a'c^—a^+2a^c^'\-b^+Qb^c^"\'a^b^ 

à  diviser  par  a*  —  b^ — c'^. 

En  ordonnant  la  première  de  ces  quantités  par  rap- 
port à  la  lettre  a,  on  placera  dans  une  même  colonne  les 
termes  — a^  Z;''  et  -|-  2  œ^  c%  dans  une  autre  les  termes 
-f  a^  M  et  —  cj"  c^  ;  enfin  dans  une  dernière  colonne  les 
trois  termes  -f-Z>^  -f-sMc^  -f  b^'à,  en  les  ordonnant 
par  rapport  àla  lettre  6,  comme  on  le  voit  àlapage  suivante. 

Le  premier  terme  —  a^  du  dividende  étant  divisé  par 
le  premier  terme  a^  du  diviseur,  donne  — a^  pour  le  pre- 
mier terme  du  quotient  ;  formant  ensuite  les  produits  de 
ce  quotient  par  tous  les  termes  du  diviseur,  changeant 
les  signes  de  ces  produits  pour  les  retrancher  du  divi- 
dende, en  plaçant  dans  une  même  colonne  les  termes 
affectés  de  la  même  puissance  de  a,,  il  vient ,  après  la 
réduction  des  termes  semblables,  le  1"  reste  ,  qu'on 
prendra  pour  second  dividende  partiel. 

Le  premier  terme  —  î^a^b^  de  ce  nouveau  dividende 
étant  divisé  par  a",  donne  pour  le  second  terme  du  quo- 
tient ,  — -  2  a*  Z^ ;  formant  ensuite  les  produits  dt  ce  quo- 
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tient  par  tous  les  termes  du  diviseur,  changeant  les  signes 
de  ces  produits  pour  les  retrancher  du  dividende  partiel 
en  plaçant  dans  une  même  colonne  les  termes  affectés  de 
la  même  puissance  de  «,  il  vient ,  après  la  réduction  des 
termes  semblables ,  le  2®  reste  ,  qu  oii  prendra  pour  un 
troisième  dividende  partiel. 

L'opération  se  continuant  de  la  même  manière  sur  le 
2®  reste  et  sur  les  suivaus ,  on  trouvera  encore  trois 
termes  au  quotient.  Le  dernier  étant  multiplié  par  tous 
les  termes  du  diviseur,  donne  des  produits  qui,  re- 
tranchés du  4^  reste ,  le  détruisent  en  entier  •  la  division 
se  fait  donc  exactement ,  et  par  conséquent  le  diviseur 
est  facteur  du  dividende. 

4-2a4cl-T-a»c4r|-2Mc^ 
+  b'c^ 

—a^c' 

1  *^"-  reste  — Qa^b'^-^-d'b'^^b^ 

-f-  a^c^-^a^d-l^zb'^c'' 

-4-3^c4 
4  ^a^b''—Q,a''b^ 

— Q.a'-b^c'- 

2^  reste  •-{-a^c' —  d'b^    -j-  b^ 

— 20^Z»^C='4-2Mc^ 


— a4— 2a"Z>*— 34 
4-  d'c^—b'^e 


—  G^c^-f- 


-—  (té    -f-  è^c4 


a^b'-'c^ 


3«  reste  — a^M  -fZ)^ 

^  — a^à*c^4.2Mc^ 

4-  b^cA 
^      J^a^bi   —  b^ 
—  Mc^ 
—d'i^c'^-{-b^c' 


4^  reste 


-i-b^à 
^a^^'c^—b^c' 
■^b^c^ 


Elém.  d'Algèbre.  i4«  édition. 
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46.  On  facilite  quejquefois  la  division  en  décompo- 
sant à  vue  une  quantité  dans  ses  facteurs.  Si  l'on  avait , 
par  exemple,  8  «^— 4  a^  è^^-f  4^^  +  2  c^— ^=^+ 1  à 
diviser  par  20^  —  Z>^  +  1 ,  ce  diviseui'  formant  les 
trois  derniers  termes  du  dividende  ,  il  suffirait  de 
chercher  s'il  est  facteur  des  trois  premiers  ;  mais 
ceux-ci  ont  visiblement  pour  facteur  commun  /^a^ ,  car 
Sa^—4aH''  +4a^:=4a^i2a^-'b^-^i  ).  Par  cette 
observation  ,  le  dividende  deviendrait 

ou  (Qa3_è=^_|.i)(4«3^  1). 

la  division  s'effectuerait  donc  sur-le-champ ,  en  suppri- 
mant le  facteur  sa^—b^'-^i  égal  au  diviseur,  et  le 
quotient  serait  4  «^  +  ^  • 

L'habitude  du  calcul  algébrique  suggère  une  foule  de 
remarques  de  ce  genre ,  par  lesquelles  on  abrège  les 
opérations,  et  Von  parvient  aisément  à  reconnaître  les 
décompositions  en  facteurs.  On  rend  souvent  ces  décom- 
positions très  évidentes,  lorsqu'au  lieu  d'effectuer  les  mul- 
tiplications qui  se  présentent,  on  ne  fait  que  les  indiquer. 

Des  fractions  algébriques. 

47.  Lorsqu'on  applique  le  procédé  de  la  division  al- 
gébrique à  deux  quantités  dont  l'une  n*est  pas  facteur  de 
l'autre,  on  reconnaît  l'impossibilité  de  l'effectuer,  parce 
qu'on  parvient ,  dans  la  suite  des  opérations ,  à  un  reste 
dont  le  premier  terme  ne  peut  être  divisé  par  celui  du 
diviseur.  En  voici  un  exemple  . 

a^^a^b-i-zP    a^-^b' 
— a^  —  ab^ 


1  "  reste        a-'b  —ab^-\-2.  b^ 
-^a'b—b^ 


2^  reste    ^ab'^^b^. 
Le  premier  terme  —  a  b""  du  second  reste,  ne  peut  se 
diviser  par  a*,  premier  terme  du  diviseur;  ainsi  la  di- 
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tision    s'arrête  à   ce  point.  On  pourrait ,    comme  en 

Arithmétique,  joindre  au  quotient  a-j-  b  ,  la  fraction 

—  ab^^P 

TTrn — )  ayant  pour  numérateur  le  reste,  et  pour 

dénominateur  le  diviseur  ;  et  le  quotient  serait 

P  —  ab- 
a^-\-b^ 

On  voit  aisément  que  la  division  doit  s'arrêter  quand 
on  parvient  à  un  reste  dont  le  premier  terme  ne  contient 
la  lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné ,  quà  une 
puissance  inférieure  à  celle  de  la  même  lettre  dans  le 
premier  terme  du  diviseur. 

48  •  Lorsque  la  division  algébrique  de  deux  quanti- 
tés ne  peut  s'effectuer,  l'expression  du  quotient  reste 
indiquée  sous  une  forme  fractionnaire  ,  en  prenant 
le  dividende  pour  le  numérateur  et  le  diviseur  pour  le 
dénominateur  ;  et  pour  l'amener  au  plus  haut  degré 
de  simplicité  possible,  il  faut  chercher  si  le  dividende  et 
le  diviseur  n'ont  pas  des  facteurs  communs ,  pour  les 
supprimer  (38).  Mais  quand  il  s'agit  de  polynômes  ,  les 
facteurs  communs  ne  se  découvrent  pas  avec  la  même 
facilité  que  dans  les  monômes  ;  on  ne  les  trouve  en  gé- 
néral qu'en  cherchant ,  par  une  méthode  analogue  à  celle 
qu'on  a  donnée  en  Arithmétique  pour  les  nombres,  le  plus 
grand  commun  diviseur  des  deux  quantités  proposées. 

On  ne  saurait  assigner  les  grandeurs  relatives  des  ex- 
pressions algébriques ,  tant  qu'on  ne  donne  point  des 
valeurs  aux  lettres  qu  elles  renferment  ;  la  dénomination 
de  plus  grand  commun  diviseur j  appliquée  à  ces  expres- 
sions, ne  doit  donc  pas  être  prise  tout-à-fait  daris  le  même 
sens  qu'en  Arithmétique. 

-  En  Algèbre,  il  faut  entenàxe^axle  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  expressions ,  celui  de  leurs  diviseur-? 
communs  qui  renferme  le  plus  de  facteurs  dans  tous  ses 
termes,  ou  qui  est  du  degré  le  plus  élevé  (27).  Sa  dé- 

5. . 
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termination  repose  ,  comme  en  Arithmétique ,  sur  ce 
principe  :  Tout  diviseur  commun  à  deux  quantités  y  doit 
diviser  le  reste  de  leur  division. 

La  démonstration  qu'on  en  adonnée  dans  le  n^  61  de 
l'Arithmétique,  devient  plus  facile  à  saisir  lorsqu'on  y  em- 
ploie les  symboles  algébriques.  En  effet,  soient  A  çt  B 
les  deux  quantités  proposées,  D  leur  diviseur  commun ,  Q 
le  quotient  de  la  division  de  J  par  Z?  et  K  le  reste,  on  aura 

A==Bq  +  R\ 
puis  divisant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  le 
diviseur  commun  D ,  il  viendra 

A  __BQ        R 

D'~'    D    '^  D* 
j  B 

et  si  l'on  fait  -  :r=  a,    ^  =  ^  >   quotiens    exacts  par 

l'hypothèse,  on  changera  l'équation  ci-déssus  en 

R  ^ 

a  —  bQ-h-jj>     d'où     a-^bQ^-t 

en  passant  le  terme  bQ  dans  le  premier  membre.    Or  , 
puisque  1^  premier  membre,  qui  dans  ce  cas  doit  être 
composé  des  mêmes  termes  que  le  second,  est  mainte- 
nant un  entier  ,  il  faut  que  R  soit  divisible  par  D, 
Réciproquement ,   tout  diviseur  commun  aux  quan- 

JB  zzz  1    R 
tités  BetR  doit  diviser  A  ;  car  si  l'on  fait  ^      ^  '  D^  '"' 

l'équation  ^=  -^+  ]}  ^^^venant 

i^bQ  +  r. 

il  s'ensuit  que  A  est  nécessairement  divisible  par  /?, 
quand  è  et  r  sont  des  entiers. 

D'après  ces  principes,  on  commencera,  comme  en  Aritb* 
mètique,  par  chercher  sil' une  des  quantités  ji' est  pas  elle- 
même  diviseur  de  l'autre  ;  si  la  division  ne  se  fait  pas 
exactement,  on  divisera  le  premier  diviseurpar  le  reste , 
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et  ainsi  de  suite  ;  et  celui  des  restes  qui  divisera  exacte- 
ment le  précédent ,  sera  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  deux  quantités  proposées  :  mais  il  sera  nécessaire 
d'apporter  dans  les  divisions  indiquées ,  des  attentions 
qui    tiennent    à   la   nature  des  quantités  algébriques. 

On  ne  doit  d'abord  cherclier  le  diviseur  commun  de 
deux  expressions  algébriques  ,  que  lorsqu'elles  ont  des 
lettres  communes  -,  il  faut  en  choisir  une,  par  rapport  à 
laquelle  on  ordonnera  les  expressions  proposées  ,  et  on 
prendra  pour  dividende  celle  où  cette  lettre  aura  le  plus 
haut  exposant  :  l'autre  sera  le  diviseur. 

Soient  les  deux  quantités 

Zé  —  '5a^b-^ab^'^b^, 
4a''b^bab'-{-b\ 
qui  sont  déjà  ordonnées  par  rapport  à  la  lettre  a\  on 
prendra  la  première  pour  dividende,  et  la  seconde  pour 
diviseur.  Il  se  présente  ,  dès  le  commencement  de  l'opé- 
ration ,  une  difficulté  qu'on  ne  rencontre  point  dans  les 
nombres ,  c'est  que  le  premier  terme  du  diviseur  ne  peut 
diviser  exactement  celui  du  dividende ,  à  cause  des  fac- 
teurs 4  et  è  de  l'un  ,  qui  ne  sont  pas  dans  l'autre.  Mais 
la  lettre  b  étant  commune  à  tous  les  termes  du  diviseur, 
sans  l'être  à  tous  ceux  du  dividende ,  il  s'ensuit  (4o) 
que  b  est  facteur  du  diviseur  et  ne  l'est  point  du  divi- 
dende ;  or  tout  diviseur  commun  à  deux  quantités  ne 
peut  se  composer  que  des  facteurs  qui  sont  communs  à 
l'une  et  à  l'autre  ;  donc,  s'il  existe  un  tel  diviseur  entre  les 
deux  quantités  proposées,  il  ne  peut  se  trouver  que  parmi 
les  facteurs  de  la  quantité  /^a'^  —  bab-\-b^  qui  reste 
quand  on  a  supprimé  b,  de  la  quantité  4a*  b  —  Sab*  -^b^  : 
ainsi  la  question  se  réduit  à  chercher  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  des  deux  quantités 

4a^^5ab  +  Z>*. 
Par  la  même  raison  qu'on  a  pu  supprimer  dans  l'une 
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des  quantités  proposées^  le  facteur  è qui  n'entrait  pas 
dans  l'autre ,  on  peut  aussi  introduire  dans  celle-ci  un 
nouveau  facteur ,  pourvu  qu'il  ne  soit  point  facteur  de 
la  première.  Par  cette  opération ^  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  ces  quantités ,  qui  n'est  formé  que  des 
facteurs  communs  à  toutes  deux,  ne  sera  point  altéré.  Je 
profiterai  de  cette  remarque  pour  multiplier  la  quantité 
3a^  — Zd'b  -^  ab"^ —  b^  par  4 ,  qui  n'est  point  facteui: 
de  la  quantité  4  «^  —  S  ab-^b^  j  afin  de  rendre  possible 
la  division  du  premier  terme  de  l'une  par  le  premief 
terme  de  l'autre. 

J'aurai  de  cette  manière  pour  dividende  la  quantité 
i2a^'^i2a'b-{-4ab^—'4b^, 
pour  diviseur  la  quantité 

4a^  — 5ûZ>-|-è% 
et  le  quotient  partiel  sera  3  a. 

Multipliant  le  diviseur  par  ce  quotient,  et  retranchant 
le  produit  du  dividende  ,  il  viendra  pour  reste 

5a'b-{-ab^'-'4b\ 
quantité  qui,  d'après  le  principe  posé  au  commencement 
de  cet  article ,  doit  encore  avoir  avec 4  à^ — 5ab-^b^, 
le  même  plus  grand  commun  diviseur  que  la  première. 

Profitant  des  remarques  faites  plus  haut,  je  supprime 
le  facteur  b ,  commun  à  tous  les  termes  du  reste  ci-des- 
sus ,  et  je  le  multiplie  par  4,  afin  de  rendre  possible  la 
division  de  son  premier  terme  par  celui  du  diviseur.  J'ai 
alors  pour  dividende  la  quantité 

i2a^+4ab'-'iGb\ 
et  pour  diviseur  la  quantité 

4a^— 5flô-(-è^; 
le  quotient  partiel  est  3. 

Multipliant  le  diviseur  par  le  quotient,  et  retranchant 
le  produit  du  dividende,  on  a  pour  reste 

i^ab  —  i^b^'y 
et  la  question  est  réduite  à  chercher  le  plus  grand  com- 
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mun  diviseur  entre  cette  quantité  et 

Blaisia  lettre  a,  par  rapport  à  laquelle  se  fak  la  division, 
n'étant  plus  dans  le  reste  qu'au  premier   degré ,  tandis 
qu  elle  est  au  second  dans  le  diviseur,  c'est  celui-ci  qu'il . 
faut  prendre  pour  dividende ,  et  on  doit  faire  du  reste  le 
diviseur. 

Avant  de  commencer  cette  nouvelle  division ,  je  sup- 
prime du  diviseur  19  aô  ■—  19  ^»*  le  facteur  196,  com- 
înun  à  tousses  termes,  et  qui  n'est  point  facteur  du  divi- 
dende ;  j'ai  donc  pour  dividende  la  quantité 

et  pour  diviseur 

U' —  b, 

La  division  s'opère  exactement;  ainsi,  a  —  ^  est  le  plus 

grand  commun  diviseur  demandé. 

En  remontant  depuis  la  dernière  division  Jusqu'à  la 
première  ,  on  prouverait  aussi  à  posteriori ,  que  la 
quantité  a — b  doit  diviser  exactement  les  deux  quantités 
proposées,  et  qu'elle  doit  être  la  plus  composée  de  celles 
qui  peuvent  le  faire  ;  et  en  divisant  par  a  —  b  les  deux 
quantités  proposées, 

3a3— Sa^'^  +  aè»  — &^        ^a^b'-'Sab^-\-b\ 
on  les  décompose  ainsi  qu'il  suit  \ 

{Za'-{-b-)  (^a^b),       i4ab^b^)  {a-^-b), 

49 .  Lorsque  la  quantité  qu'on  prend  pour  diviseur  con- 
tient plusieurs  termes  ©ula  lettre  par  rapport  à  laquelle 
on  a  ordonné ,  se  trouve  au  même  degré ,  il  y  a  une  at- 
tention à  avoir,  sans  laquelle  l'opération  ne  saurait  se 
terminer.  En  yoicî  un  exemple. 

Soient  les  quantités 

«•è  +  flc* — (P,         ab  —  ae-f-c?; 
si  l'on  prépare  l'opération  comme  pour  une  'division  ordi- 
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^cf  b -^  a*  c^  a  d" 


ab-^ac-\-d^ 


resté     a^c-]-ac' — ad^ — d^, 

en  divisant  d'abord  a'b  par  ab ,  on  trouve  pour  quo-» 
tient  a  ;  multipliant  le  diviseur  par  ce  quotient,  et  re^ 
tranchant  les  produits,  du  dividende,  le  reste  contiendra 
un  nouveau  terme ,  où  a  sera  au  second  degré ,  savoir , 
a^c  provenant  du  produit  de  —  ac  par  a.  L'opération 
n'aura  fait  de  cette  manière  aucun  progrès  ;  car  en  pre- 
nant le  reste  a"  c  -}-  ac^^-^  a  d''  -^  d^  pour  dividende ,  et 
le  multipliant  par  ô ,  pour  rendre  possible  la  division  par 
ab ,  on  aura 

ab — ac'\-d'^ 


d'bc  +  abc'^abd'-'--bd^ 
—  a^bc-^-a"  c^  —acd^ 

reste  a^  c^ + abcf^acd'-'^abd^^bd^, 

et  le  terme  — ac  reproduira  encore  un  terme  a^  c*,  où 

a  sera  au  q^  degré* 

Pour  éviter  cet  inconvénient ,  il  faut  observer  que  le 
diviseur  ab-^  aç-\-d^z=a  (b—^c)  '■\'d'^j  en  réunissant 
les  termes  ab' — ac  en  un  seul  ;  et  faisant,  pour  abréger 
les  calculs  ,  è  —  c==  zn ,  on  aura  pour  diviseur  a  m  -f-  ^^  ; 
mais  alors  il  faudra  multiplier  tout  le  dividende 
a'b  •]-  ac^  —  d^  par  le  facteur  tti  ,  afin  d'avoir  un  nou- 
veau dividende  dont  le  premier  terme  soit  divisible  par 
la  quantité  am  formant  le  premier  terme  du  diviseur: 
l'opération  deviendra 

a^-bm^ac^'m — d^  m      am-^d'' 


—  a^bm  —  abd^ 


ab 


i^""  reste  —a  bd'-^ac'-  m—d^  m 
—  ac'^m — cM^ 

9.-  reste   — abd"" — c'^d^  —  d^m. 

(2ettefois,  les  termes  affectés  de  rz^  sont  otés  du  divi- 
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dende ,  et  il  n'y  reste  plus  que  les  termes  affectés  de  la 
première  puissance  de  a.  Pour  les  faire  disparaître,  on 
divisera  d'ajbord  le  terme  a c^tti  par  am,  et  il  viendra 
pour  quotient  c*;  multipliant  le  diviseur  par  le  quotient, 
et  retranchant  les  produits,  du  dividende,  on  aura  le 
a^  reste  \  prenant  ce  o.^  reste  pour  un  nouveau  dividende, 
on  y  supprimera  le  facteur  dJ",  qui  n'est  point  dans  le 
diviseur  ',  il  viendra 

-^^ab  —  &  —  dm  y 
qu'on  multipliera  de  nouveau  par  m,  et  on  aura 
—  ab Tw-^ c^m  —  c^m^  |  am-\-d^ 

-^abm-i-bd^  \—b 


reste     -\-bd^  — c^m  —  dm^ 

Le  reste  bd^ —  c^  m — dm^  de  cette  dernière  division 
ne  contenant  plus  a,  il  s'ensuit  que  s'il  existe  entre  les 
deux  quantités  proposées  un  commun  diviseur,  il  est 
indépendant  de  la  lettre  a. 

Parvenu  à  ce  point,  on  ne  peut  plus  continuer  la  divi- 
sion par  rapport  à  la  lettre  a  ;  mais  on  observera  que  s'il 
existe  un  commun  diviseur  indépendant  de  a  entre  les 
quantités  Z>J^—c^ m  — J 771*  et  am-\-d'^,  il  faut  qu'il 
divise  séparément  les  deux  parties  amet  d^  du  diviseur  ; 
car  en  général,  si  une  quantité  est  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  de  la  lettre  a,  tout  diviseur  de  cette 
quantité,  indépendant  de  a,  doit  diviser  séparément  les 
quantités  qui  multiplient  les  diverses  puissances  de  cette 
lettre. 

Pour  s'en  convaincre ,  il  suffit  de  faire  attention  qi^ , 
dans  ce  cas,  chacune  des  quantités  proposées  doit  être 
le  produit  d'une  quantité  dépendante  de  a,  et  du  divi- 
seur commun  qui  n'en  dépend  point.  Or,  si  l'on  a ,  par 
exemple,  l'expression 

Aa^  +  Ba'^-^Ca^  +  Da  +  JS, 
dfins  laquelle  les  lettres  J ,  B ,  C,  D,  E,  désignent  des 
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quantités  quelconques  indépendantes  de  a,  et  qu'on  la 
multiplie  par  une  quantité  M  aussi  indépendante  de  a, 
le  produit 

ordonné  par  rapport  à  a ,  contiendra  encore  les  mêmes 
puissances  de  a  qu'auparavant  ;  mais  le  coefficient  de 
chacune  de  ces  puissances  sera  un  multiple  de  M. 

Cela  posé,  si  l'on  remet  pour  ttz-  la  quantité  b — c 
que  cette  lettre  représente ,  on  aura  les  quantités 

alb^c')-\-d^', 
or  il  est  visible  que  b  —  cetd^  n'ont  aucun  facteur  com- 
mun :  donc  les  deux  quantités  proposées  n'oat  point  de 
diviseur  commun. 

Si  l'on  n'avait  pu  reçonnaîtrô  à  la  seule  ingpectioi^ 
qu'il  n'existait  pas  de  diviseur  commun  entre  b — c  et  d^, 
il  aurait  fallu  chercher  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur ,  en  les  ordonnant  par  rapport  à  une  même  lettre , 
et  s'assurer  ensuite  s'il  pouvait  diviser  aussi  la  quantité 
ôJ*  —  c*(^— c)--c/(ô— c)^ 

5o.  Au  lieu  de  remettre  à  la  fin  de  l'opération  à  décou- 
vrir le  plus  grand  commun  diviseur,  indépendant  de  la 
lettre  par  rapport  à  laquelle  on  a  ordonné  les  deux  quan- 
tités, il  est  plus  commode  de  le  chercher  d'abord,  parce 
que  le  plus  souvent  les  restes  de  chaque  opération  par- 
tielle se  compliquent  à  mesure  qu'on  avance,  et  le  calcul 
devient  de  plus  en  plus  pénible. 

Soient ,  par  exemple ,  les  quantités 

a^b^-]-aH^-\-b^c'''--a^c^—a^,bc^  —  b^c^, 
d'b'\-ab''-+-b^-~a'C'^abc'-^b''c', 

après  les  avoir  ordonnées  par  rapport  à  la  lettre  a ,  pe 
qui  donnera 
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j'obseiTe  d'abord,  que  si  elles  ont  un  diviseur  commun 
qui  soit  indépendant  de  <2,  il  faut  qu'il  divise  en  particu- 
lier chacune  des  quantités  qui  multiplient  les  diverse^ 
puissances  de  a  (49) ,  ainsi  que  les  quantités  Mc^  —  b^  c^ 
etP  —  Z>^  c ,  qui  ne  renferment  point  cette  lettre. 

La  question)  est  donc  ramenée  à  trouver  les  diviseurs 
communs  aux  deux  quantités  b^ — c^etb — c ,  et  à  vérifier 
ensuite  si ,  parmi  ces  diviseurs ,  il  s'en  trouve  qui  puissent 
diviser  en  même  temps 

P^bc"    et    b^—'bc,       b^c'^b^à    et    P^b^c. 

En  divisant  Z»"^  —  c^  par  Z>  —  c,  on  trouve  un  quotient 
exact  Z>  -f-  c  ;  Z>— -c  est  donc  diviseur  commun  des  quan- 
tités b^ — c^  et  è  —  c,  qui  visiblement  n'en  peuvent  avoir 
d'autres,  puisque  la  quantité  b  —  c  n'est  divisible  que 
par  elle-même  et  par  l'unité.  Il  faut  donc  s'assurer  si 
è— c  divise  les  autres  quantités  rapportées  ci-dessus  , 
ou  bien  s'il  divise  en  même  temps  les  deux  quantités  pro- 
posées ;  c'est  ce  qui  arrive  en  effet ,  et  il  vient 

(ô4-c)û4+(ô^+  bc)  a^-\-bH^  +  b^c^, 
d'-^ba^b^. 

Pour  amener  ces  dernières  expressions  au  plus  haut 
degré  de  simplicité  possible  ,  il  convient  d'essayer  si  I4 
première  n'est  pas  divisible  par  ^-f-c;  cette  division 
étant  effectuée,  réussit,  et  l'on  n'a  plus  qu'à  chercher  le 
plus  grand  commun  diviseur  des  quantités  fort  simples 

aiJ^ba^-\-b^c\ 
a^^  ba  -i-b\ 

En  opérant  sur  celles-ci,  comme  le  prescritla  règle,  on 
parvient,  après  la  seconde  division,  à  un  reste  contenant 
la  lettre  a  à  ia  première  puissance  seulement  ;  et  comme 
ce  reste  n'est  pas  diviseur  commun  ,  on  en  conclut  que 
la  lettre  a  ne  fait  point  partie  du  plus  grand  commun  divi- 
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seur  cherché ,  qui  n'est  composé  par  conséquent  que  du 
seul  facteur  b —  c. 

Si,  outre  ce  diviseur,  on  en  eût  trouvé  un  autre  dans 
lequel  fût  entrée  la  quantité  a,  il  aurait 'fallu  multiplier 
ces  deux  diviseurs  l'un  par  l'autre  pour  obtenir  le  plus 
grand  commun  diviseur  cherché. 

Ces  remarques  suffiront,  dçs  qu'on  aura  acquis  un  peu 
d'habitude  dans  l'analyse  ,  pour  parvenir,  dans  tous  les 
cas ,  au  plus  grand  commun  diviseur  ;  et  on  trouvera 
sans  peine  que  las  quantités 

^  a?b  —  Q.'j a^bc  —  G  aZ?c*-f-i8Z>c3, 
ont  pour  plus   grand    commun   diviseur  la    quantité 

5 1 .  Les  quatre  opérations  fondamentales,  c'est-à-dire 
l'addition ,  la  soustraction ,  la  multiplication  et  la  divi- 
sion, s'effectuent  sur  les  fractions  algébriques  comme  sur 
les  fractions  arithmétiques ,  en  observant  seulement  de 
suivre ,  dans  les  opérations  prescrites  par  les  règles  de 
l'Arithmétique,  les  procédés  indiqués  ci-dessus  à  l'égard 
des  quantités  algébriques.  Je  me  bornerai  donc  à  rappe- 
ler ici  ces  règles,  en  donnant  un  exemple  de  l'applica- 
tion de  chacune. 

La  somme  des  fractions 

abc 
d'  d'  2' 

qui  ont  le  même  dénominateur ,  ou 

abc      a'^b  -^  c   .    .  .,       ^r  ^ 

La  diiFéi'ence  des  fractions 

a  b 

2    ''    2' 


jul  ont  le  même  dénominateur ,  ou 
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a      b a — b 

d     cl        d    ' 

L'entier  a  joint  à  la  fraction  -  ,  ou  l'expression 

.   b      ac      b      ac  -j-b    .    .  ..        ^    ^ 

a4--= — = ■ —   (Anthm.  67). 

c       c        c  c 

De  même  l'expression 

b       ac       b ac  —  b 

c        c         c  c      ' 

Réciproquement 

,,  .        ac  A-b       ac       b  b 

1  expression   •=. f--  =  û-f--, 

c  ce  c 

V             •        ac^—b       ac       b                ^  r  j   *-l  cc\ 
1  expression   == ==« {Anth. 66). 

a     c 
52.  Les  fractions  y ,    -,,  étant  réduites  au  même  déno- 
b      a 

minateur,  deviennent  respectivement 

ad        bc     ,    .  .  ^        r>ON 
7—,,      7—,    (Anthm.  68). 
bd        bd 

Quand  les  fractions  proposées  sont  égales,  on  trouve 
ad=bcj  divisant  alors  les  deux  membres  par  cd  et 
en  nommant  q  le  quotient ,  il  vient 

ad       a  bc       b  ,,    ,  ,        , 

ïd  =  c '='?' ^  =  5  =  "?' ^  °"  "=^'?' *='^''' 

ainsi,  les  deux  termes  de  l'une  des  fractions  ne  sont  que 
ceux  de  l'autre  multipliés  par  un  facteur  commun. 


Les  fractions 

b'     d'     f     h' 


78  iÉLÉMENS 

par  la  même  réduction ,  deviennent  respectivement 

a dfh        c bfh        ehdh        gb  df.   .  .  ,        ^  . 
Tdfh>     bljh^      bdJTi'     l-JJjyrithm.Q^). 

J'ai  donné  dans  le  numéro  69  de  l'Arithmétique, 
un  procédé  pour  parvenir  dans  certains  cas  à  un  déno- 
minateur plus  simple  que  celui  qui  résulte  de  la  règle  gé- 
nérale ;  les  symboles  algébriques  en  facilitent  beaucoup 
l'application ,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Par  exemple ,  si  l'on  a  les  deux  fractions  7—,    7—%,  il 

bc     bj 

est  facile  de  voir  que  les  deux  dénominateurs  seraient  les 
mêmes ,  si  f  était  facteur  du  premier ,  et  c  facteur  du 
second  :  on  multipliera  donc  les  deux  termes  de  la  pre- 
mière fraction  par  f^  et  les  deux  termes  de  la  seconde 

par  c,  ce  qui  donnera  les,  fractions  j-~,  et  ^— >  ,    plus 

,  abf^bcd  ,  .  ,  .  . 

simples  que  r-7~:>  et -7-7— -7.,  qu  on  aurait  en  multi- 
pliant par  les  dénominateurs  primitifs. 

En  général,  on  rassemble  en  un  seul  produit,  pouf 
en  composer  le  dénominateur  commun,  tous  les  facteurs 
dijférens  élevés  à  la  plus  haute  des  puissances  où  ils  se 
trouvent  dans  les  dénominateurs  des  fractions  proposées; 
et  il  ne  reste  plus  qu'à  multiplier  le  numérateur  de 
chaque  fraction  par  les  facteurs  de  ce  produit ,  qui 
manquent  dans  le  dénominateur  de  la  fraction. 

1      1      r        •         ^        de. 

Ayant,  par  exemple,  les  tractions  -r^,    w-,  r;;»  )^ 

forme  le  produit  Z)^  c/g;  je  multiplie  Je  numérateur  de 
la  première  fraction  par /g,  celui  de  la  seconde  par 
Z»  cg,  celui  delà  troisième  par  b^fy  et  j'obtiens 

«/g  bcdg  b^f 

b^cfg'  b^cfg'  b^cfg 
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53.  Pour  la  multiplication,  on  ^ 

y  X  c  =  7-  {Arithm.  53)  , 
a     c      ac  .   j  .  ,         ^. 

Pour  la  diwsion , 

r  à  diviser  par  c,  donne  ^ou^-  X  -  (^Arithm.  54,  76)  ; 

«,,.  .  c,  o,  ^  ,d     ad  ,    .  .  , 

T  a  diviser  par  -^ ,  donne  7  X  - =t-  (  Arithm.  79  ) . 

Les  termes  des  fractions  précédentes  étaient  monômes; 
mais  si  on  avait  des  fractions  dont  les  termes  fussent  des 
polynômes,  il  n'y  aurait  qu'à  effectuer  par  les  règles 
données  pour  les  quantités  complexes,  les  opérations  in- 
diquées sur  les  monômes  :  c'est  ainsi  que  l'on  a 

c-\-d       c — d        (c-f-<^)  (c — d') 
__a?^ab'---d'b^b^ 

Le  quotient  de  la  fraction' 

a^  +  ^^  ,.  .  ,  a-^b 

^ —       j-  divisée  par -.      ■  ^itK\  * 

c  ""j-"  CL  C  ^—'  CL        t 

est      ^''  +  b\.c-d^ia--{.b^){c-^d)' 
c-j-d  ^  a-^b         (^c-\-d)  (^a—b) 
_a^c^b''c—'a^d—b^d 
ac-^ad — bc  —  bd     * 

et  ainsi  des  autres  opérations. 

54.  Lorsqu'on  possède  bien  tout  ce  qui  précède ,  on 
peut  résoudre  une  équation  du  pi/emier  degré  ,  quelque 
compliquée  qu'elle  soit. 


8ô  ÉLÉMEN6 

Si  l'on  avait ,  par  exemple ,  l'équation 

a  —  b  ^  5a-\-b  ' 

on  commencerait  par  faire  disparaître  les  dénominâ-^ 
teurs,  en  indiquant  seulement  les  opérations;  il  viendrait 
alors 

:=2x(^a — b)  (3a+6) — ac  {a — b); 

puis  effectuant  les  multiplications ,  on  trouverait 

Z  a^  X  -^ /^  ab  X  -{-  b^ x  —  Za^c-^ <!^abc — b^  c 

■i'iCia^b--Sab^^4P  = 

6  a'^  X — /^abx — 2b^x< — a^c-^abc: 

transposant  dans  un  seul  membre  tous  les  termes  affectés 

de  x,   on  obtiendrait 

'--3a^X'i-Sabx-j'3b''x 
=  2  aV  +  5  aèc -f- ^>^c— 12  a^Z> +8a6* -f- 46^ 
d'où  l'on  conclurait  enfin 

_2a''c-{-5abc-\-b''c—iQa^b-j-Sab''-\-4P 
'^"~  — 3a^-f  8a6-f-3Z;=^     ^  ""* 

Des  questions  à  deux  inconnues ,  et  des  quantités 
négatives. 

55 .  Dans  les  questions  résolues  précédemment ,  on  n'a 
fait  entrer  qu'une  seule  inconnue,  au  moyen  de  laquelle 
on  a  exprimé  ,  avec  les  quantités  connues,  toutes  les 
conditions  de  la  question.  Il  est  souvent  plus  commode 
pour  quelques-unes  de  ces  questions,  d'employer  deux 
inconnues  ;  mais  alors  il  faut  qu'il  y  ,ait,  explicitement 
ou  implicitement,  deux  conditions  pour  former  deux 
équations ,  sans  quoi ,  on  ne  pourrait  déterminer  en 
même  temps  les  deux  inconnues. 

La  question  du  numéro  3 ,  surtout  comme  elle  est 
énoncée  dans  le  numéro  4  t  se  présente  naturellement 
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avec  deux  inconnues  ;  savoir,  l'un  et  l'autre  des  nombres 
cherchés.  En  effet ,  si  l'on  désigne 

le  plus  petit  par       x , 
le  plus  grand  par    y , 
leur  somme  par        a , 
leur  différence  par  bj 
on  aura ,  par  l'énoncé  de  la  question , 
oo-j-y  —  a, 
y—oo=b. 
Chacune  de  ces  deux  équations,  considérée  seule,  ne 
peut  déterminer  absolument  l'une  des  inconnues.  Si  de 
la  seconde ,  par  exemple ,  on  tire  la  valeur  de  y ,    elle 
donnera 

y=zb-\-x, 

valeur  qui  semble  d'abord  ne  rien  apprendre  sur  ce 
qu'on  cherche,  puisqu'elle  contient  la  quantité  x,  qui 
n'est  pas  donnée;  mais  si,  à  la  place  de  l'inconnue  y 
qu'elle  représente ,  on  la  met  dans  la  première  équation , 
cette  équation  ,  ne  renfermant  plus  alors  que  la  seule 
inconnue  x,  en  donnera  la  valeur  par  les  procédés  déjà 
enseignés. 

On  aura  en  effet ,  par  cette  substitution , 
X'^b  4-^==a, 
ou  2X-l-b=za, 

ou  enfin  '  x=i^         • 

et  mettant  cette  valeur  de  x  dans  celle  de  y,  qui  est 
b  -^Xj  on  obtiendra 

y:=b^xz=zb-^ =:-~i--: 

2  2 

on  aura  donc,  pour  les  deux  nombres  inconnus,  les 
mêmes  expressions  que  dans  le  numéro  3. 

Il  est  facile  de  voir ,  en  effet ,  que  la  solution  ci-des- 
sus ne  diffère  point,  quant  alu  fond,  de  celle  du  n°  5- 
Elém.   d'Algèbre.   i4«  édition»  6 
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seulement  j'ai  posé  et  résolu  la  seconde  équation 
y  —  x:=:  b ,  que  je  m'étais  contenté  d'énoncer  en  lan- 
gage ordinaire  dans  le  numéro  cité,  et  dont  j'avais  con- 
clu ,  sans  calcul  algébrique ,  que  le  plus  grand  nombre 
était  X  -j-  b. 

56.  Soit  encore  cette  question  : 

Un  ouvrier  travaillant  chez  un  particulier  pendant 
iQ.  jours i  et  ayant  eu  avec  lui,  pendant  les  7  premiers 
jours,  sa  femme  etsonfils ,  a  reçu  j/^  francs  ^  il  a  tra- 
vaillé ensuite  chez  le  même  particulier  8  autres  jours , 
sur  5  desquels  il  a  eu  avec  liîi  sa  femme  et  sonfds ,  et  il 
a  reçu  pour  ce  temps  So  francs.  On  demande  combien  il 
gagnait  par  jour  pour  sa  part ,  et  combien  gagnaient  en- 
semble dans  le  même  temps  ,  sa  femme  et  sonfds. 

Soit  X  le  gain  journalijer  du  mari, 
y  celui  de  la  femme  et  du  fils  ; 

lù.  jours  d'ouvrage  du  mari  produiront  12a: , 
7  de  la  femme  et  du  fils  vaudront  'jy  *, 

on  aura  donc,  par  la  première  circonstance  du  pro- 
blème , 

1 2  a:  -|-  73^  =  74  • 

8  jours  d'ouvrage  du  mari  produiront     8  x , 
5  jours  de  lafemme  et  du  fils  vaudront    S  y  ; 
on  aura  donc,  par  la  seconde  circonstance   du  pro- 
blème , 

En  raisonnant  ici  de  même  que  dans  la  question  pré- 
cédente ,  on  prendra  la  valeur  de  y  dans  la  première 
équation,  et  on  aura 

7/ — 12a; 

y  =  • —  ; 

^  7 
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on  mettra  cette  valeur  dans  la  seconde ,  en  la  multipliant 
par  5y  puisqu'il  y  a  5jy ,  et  il  viendra 

7 
équation  qui  ne  renferme  plus  que  la  seule  inconnue  x. 

En  la  résolvant ,  on  aura  successivement 
56  x-^-Sjo  —  60  07  =  350, 
370 — /!^x^=.^So\ 

passant — 4^  ^^^s  le  second  membre  ^  et  35o  dans  le 
premier,  on  obtiendra 

370' — 350=:  4^ 
20  =  4^^ 

5  =a:. 
Connaissant  x ,  qu'on  vient  de  trouver  égal  à  5  ,  si  on 
met  cette  valeur  dans  la  formule 

74 —  12.x 

le  second  membre  deviendra  connu ,  et  l'on  aura 
74 — 12X5      74 — 60      lÂ 

7  7  ,7 

ainsij/  =  2.  ../wi.^! 

L'homme  gagnait  donc  5  francs  par  jour ,  tandis  que 
la  femme  et  le  fils  n'en  gagnaient  que  2. 

67.  Le  lecteur  aura  peut-être  remarqué  qu'en  résol- 
vant plus  haut  l'équation  370  —  4a:  =  35o,  j'ai  fait 
passer  4^  dans  le  second  membre  :  j'en  ai  usé  ainsi  pour 
éluder  une  petite  difficulté  qui  aurait  eu  lieu  sans  cela,  et 
dont  je  vais  donner  l'éclaircissement. 

En  laissant  4  x  dans  le  premier  membre ,  et  passant 
370  dans  le  second  ,  on  aurait 

—  4^=350—370; 
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et  réduisant  le  second  membre  suivant  la  règle  du  n°  19, 
il  en  serait  résulté 

—  /^xz= —  20. 

Mais  puisqu'on  a  évité  dans  le  numéro  précédent  le 
signe  —  qui  afFecte  la  quantité  4^,  en  passant  cette 
quantité  dans  l'autre  membre;  que  pareillement  la  quan- 
tité 35o  —  370  est  devenue  3/0  —  35o  en  changeant  de 
membre ,  et  enfin  qu'une  quantité  en  passant  ainsi  d'un 
membre  dans  un  autre ,  change  désigne  (10),  il  est 
évident  qu'on  peut  parvenir  aux  mêmes  résultats ,  en 
changeant  immédiatement  le  signe  des  quantités—  4^, 
-f-  35o  —  370 ,  ce  qui  donnera 

4^7= — 350-1-370, 

ou  4^=^70 — 35o  , 

équation  qui  est  bien  la  même  chose  que 
370^ — 35o=4^- 

On  peut  même  n'opérer  le  changement  de  signe  que 
sur  le  dernier  résultat 

—  4^  =  —  20; 
et  il  vient  alors ,  comme  plus  haut , 

4^  =  20. 

Il  suit  de  là  qu'oTi  pourra  transposer  indifféremment 
dans  un  membre  ou  dans  F  autre ,  toutes  les  quantités 
affectées  de  l'inconnue;  on  observera  seulement  de  chan- 
ger en  même  temps  les  signes  dans  les  deux  membres  du 
dernier  résultat,  lorsque  l'inconnue  sera  affectée  du 
signe  — . 

58.  Avant  d'entreprendre  ,  par  le  moyen  des  lettres, 
la  résolution  générale  du  problème  du  numéro  56,  je  vais 
examiner  encore  un  cas  particulier.  Je  suppose  que  la 
première  somme  reçue  par  l'ouvrier  so  it  4^  fr.,  et  la  se- 
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conde  5o  £r. ,  les  autres  circonstances  demeurant  d'ail- 
leurs les  mêmes  \  les  équations  de  la  question  seront 

8  or  -f-  Sy^z'ào. 
La  première  donne 

AQ 12  07 

>'  = j y 

multipliant  cette  valeur  par  5  pour  mettre  le  résultat  à  la 
place  de  5j^  dans  la  seconde ,  on  aura 

7 
faisant  disparaître  les  dénominateurs,  on  obtiendra 

56  a;  -|-  oZo  —  6o  a;=2io, 
ou  56  X — 6o:c=  210 — 23o, 

ou  — 4^  =  — 20  ; 

et  changeant  les  signes  des  deux  membres ,  d'après  la 
remarque  du  numéro  précédent ,  on  trouvera  enfin 

Si  l'on  substitue,  dans  l'expression  de  jr,  à  la  place  de  x 
sa  valeur  5 ,  il  viendra 

46  — 6o 

'    ~T-' 

et  réduisant  le  numérateur  de  la  valeur  de^ ,  on  aura 

—  i4 

^  7 
Maintenant,  comment  faut-il  interpréter  le  signe —  qui 
affecte  la  quantité  isolée  i4?  On  conçoit  bien  ce  que 
c  est  que  l'assemblage  de  deux  quantités  séparées  par  le 
signe  ' — ,  lorsque  la  quantité  à  soustraire  est  plus  petite 
que  celle  dont  on  doit  la  retrancher  ;  mais  de  quoi  peut- 
on  retrancher  une  quantité  qui  n'est  jointe  à  aucune 
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autre  dans  le  membre  où  elle  se  trouve  ?  Pour  éclair- 
cir  cette  espèce  de  paradoxe ,  le  meilleur  moyen  qui 
e'ofFre,  c'est  de  remonter  aux  équations  mêmes  qui  ex- 
priment les  conditions  de  la  question;  car  tenant  de  plus 
près  à  son  énoncé ,  on  y  lira  mieux  les  circonstances  qui 
ont  amené  la  difficulté  présente. 
#Je  reprends  donc  l'équation 

je  mets  à  la  place  de  x  sa  valeur  5 ,  et  il  vient 

La  seule  inspection  de  cette  équation  y  fait  reconnaître 
une  absurdité.  En  effet,  il  n'est  pas  possible  de  former 
le  nombre  46  en  ajoutant  quelque  chose  au  nombre  60,, 
qui  seul  surpasse  déjà  46. 

Je  prends  aussi  la  seconde  équation 
Sx'j-6y=:5o, 
et  mettant  5  au  lieu  de  :r ,  je  trouve 
40  -|-  5  j'  =  3o  ; 
même  absurdité  que  tout-à-l'heure ,  puisqu'il  faudrait 
que  le  nombre  3o  pût  se  former  en  ajoutant  quelque 
chose  au  nombre  40. 

Or  les  quantités  i2x  on  So  dans  la  première  équa- 
tion ,  8  x  ou  40  dans  la  seconde  ,  expriment  ce  que 
gagne  l'ouvrier  par  son  seul  travail  ;  les  quantités  yy  et 
5y  représentent  les  gains  attribués  à  sa  femme  et  à  son 
fils  ;  tandis'que  lesînombres46et  3o  désignent  les  sommes 
données  pour  le  salaire  commun  de  ces  trois  personnes  : 
on  doit  bien  voir  à  présent  en  quoi  coi;isiste  l'absurdité. 

D'après  l'énoncé  ,  l'ouvrier  gagnerait  plus  à  lui  seul 
qu'il  ne  le  fait  aidé  de  sa  femme  et  de  son  fils  ;  il  est 
donc  impossible  de  considérer  l'argent  attribué  au  travail 
de  la  femme  et  du  fils  cdnme  augmentant  le  salaire  de 
cet  ouvrier. 
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Mais  si  ,  au  lieu  de  prendre  l'argent  attribué  à  la 
l^mme  et  au  fils  comme  un  gain ,  on  le  regardait  comme 
une  dépense  faite  par  eux  à  la  charge  de  l'ouvrier,  alors 
il  faudrait  retrancher  cet  argent  de  celui  que  l'homme 
aurait  gagné  seul ,  et  il  n'y  aurait  plus  de  contradiction 
dans  les  équations ,  puisqu'elles  deviendraient 

Go  —  73^  =  46, 

40  —  5^  =  3o. 
On  tirerait  de  l'une  comme  de  l'autre  ,    ,^    j,  ,^ 

et  on  conclurait  de  là  que  si  l'ouvrier  gagne  5  fr.  par 
jour  ,  sa  femme  et  son  fils  lui  occasionnent  une  dépense 
de  a  fr.  ce  qu'on  peut  d'ailleurs  vérifier  ainsi. 
Pour  12  jours  de  travail,  il  revient  à  l'ouvrier 
S^'-  X  12    ou    Go^""-  -, 
la  dépense  de  sa  femme  et  de  son  fils  ,  pendant  7  jours, 

est  de 

2^-  X  7    ou    14^''  : 

il  lui  reste  donc  46  fr. 

Pour  8  jours  de  trayail ,  il  revient  à  l'ouvrier 
5^^-  X  8    ou    4o^^-  ; 
la  dépense  de  sa  femme  et  de  son  fils ,  pendant  5  jours , 
est  de 

2^"^-  X  5    ou    lo^'-  : 
il  lui  reste  donc  3o  fr. 

Il  est  bien  clair  à  présent  qu'à  l'énoncé  du  numéro 
56  ,  il  faut  ,  pour  que  le  problème  proposé  soit  pos- 
sible ,  avec  les  données  précédentes,  substituer  celui-ci  : 

Un  ouvrier  travaillant  chez  un  particulier  pendant  1 2 
jours  j  ayant  eu  avec  lui,  les  ^premiers  jours ,  sa  femme 
et  son  fils  ,  qui  lui  occasionnaient  une  dépense ,  a  reçu 
46  francs  ;  il  a  travaillé  ensuite  8  autres  jours ,  sur 
5  desquels  il  avait  avec  lui  sa  femme  et  son  fils  ,  dont  il 
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devait  encore  acquitter  la  dépense  ,  et  il  a  reçu  3o  fr. 
On  demande  combien  il  gagnait  par  jour ,  et  combien 
dépensaient,  dans  le  même  temps ,  sa  femme  et  son 
fils. 

En  nommant  x  le  gain  journalier  de  l'ouvrier ,  et  y  la 
dépense  de-sa  femme  et  de  son  fils  ,  pour  le  même  temps, 
les  équations  du  problème  seront  évidemment 

1207  —  7^1=46, 

8  a:— .5jr  =  3o^ 

et  étant  résolues  comme  celles  du  numéro  56  ,  elles 
donneront 

5g.  Dans  tous  les  cas  où  l'on  trouvera  pour  la  valeur 
de  l'inconnue  un  nombre  affecté  du  signe  — ,  on  pourra 
rectifier  l'énoncé  de  la  question  d'une  manière  analogue 
a  la  précédente  ,  en  examinant  avec  soin  quelle  est  la 
quantité  qui  ,  d  additive  qu'elle  était  dans  le  premier 
t3noncé  ,  doit  devenir  soustractive  dans  le  second  ;  mais 
l'Algèbre  dispense  de  toute  recherche  à  cet  égard,  lors- 
quon  sait  opérer  convenablement  sur  les  expressions 
affectées  du  signe  — ';  car  ces  expressions  étant  déduites 
des  équations  du  problème ,  doivent  satisfaire  à  ces 
équations  :  c'est  -  à  -  dire  qu'en  les  soumettant  aux 
opérations  indiquées  dans  l'équation,  on  doit  trouver, 
pour  le  premier  membre ,  une  valeur  égale  à  celle  du 

second.  Ainsi,  l'expression ^,  tirée  des  équations 

7 

12  a: -|- Z^' =  4^  j 
8a:-f-5^  =  3o, 

doit  ,  conjointement  avec  la  valeur  a:  =  5 ,  déduite  des 
mêmes  équations ,  les  vérifier  toutes  deux. 
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La  substitution  de  la  valeur  de  x  donne  d'abord 
'      60 -f  73^  =  46, 

Il  reste  à  faire  la  substitution  de à  la  place  de  y  ; 

et  pour  cela ,  il  faut  multiplier  cette  expression  par  7 
et  par  5  ,  en  ayant  égard  au  signe  —  dont  elle  est 
affectée. 

Si  l'on  y  applique  la  règle  des  signes,  donnée  dans  le 
numéro  42 ,  pour  la  division  ,  on  aura 

-i4_ 


7 

~ 

-25 

puis ,  par  la  règle 
on  obtiendra 

1  des  signes  relative  à  la  multiplication 
7X--2  =  — 14, 

5X- 

2  = 

—  10. 

Les  équations 

60  +  7^ 

=  46 

et 

4o'h5y  = 

=  3o, 

devenant  respectivement 

60—  14 

=  46 

et 

40  —  10  = 

:3o. 

seront  vérifiées  ,  non  pas  en  ajoutant  les  deux  parties 
du  premier  membre ,  mais  bien  en  retranchant  la  seconde 
de  la  première ,  comme  on  l'a  fait  plus  haut,  d'après 
la  considération  de  la  forme  de  ces  équations. 

60.  Les  données  du  problème  du  numéro  58  n'ont  pas 
permis  de  le  résoudre  dans  le  sens  du  premier  énoncé , 
c'est-à-dire  par  addition  ,  ou  en  regardant  comme  un 
gain  l'argent  attribué  à  la  présence  de  la  femme  et  du 
fils  de  l'ouvrier  ;  le  second  énoncé  ne  conviendrait  pas 
davantage  aux  données  du  problème  du  numéro  56. 
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Si  Ton  voulait  considérer  dans  ce  cas,^  comme  expii- 
mant  une  dépense ,  les  équations 

qu'on  aurait  alors  ,  donneraient 

^  =  5  et  yr=::Zj4. 

7     ' 
et  la  substitution  de  la  valeur  de  x  changerait  d'abord 
ces  équations  en 

6o  — 7^  =  74, 

4o  —  5^=:5o. 
L'absurdité  de  ces  résultats  est  précisément  contraire  à 
celle  des  résultats  du  numéro  58  ,  puisqu'il  s'agit  ici  de 
parvenir  à  des  restés  plus  grands  que  les  nombres  6o  et 
4o,  dont  on  retranche  les  quantités  jy  et  5  y. 

Non-seulement  le  signe  —  qui  affecte  l'expression  de 
y  indique  l'absurdité  ,  mais  encore  il  la  redresse  ;  car , 
suivant  la  règle  des  signes , 

7 

e*  — 7X~2r:=-f-i4 

—  5  X  —  â=:  -f-  lO. 

Par  ce  moyen ,  les  équations 

6o  — 7^=r74,         4o  — 5jz=5o, 
devenant 

6o -f- 14=:  74,  4o"Fio=5o, 
se  vérifient  par  addition  -,  et  par  conséquent  les  quantités 
—  7  j  et  —  5y ,  transformées  en  -f-  i4',  -f-  10  >  ^^  li^^ 
d'exprimer  des  dépenses  à  la  charge  de  l'ouvrier ,  sont 
regardées  comme  un  gain  pour  lui  :  on  retombe  donc  en- 
core, 3ans  ce  cas,  sur  le  véritable  énoncé  de  la  question, 
^1.  On  apprend  par  les  exemples  précédens  quil 
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peut  se  trouver  dans  les  énoncés  des  problèmes  du  pre- 
mier degré ,  certaines  contradictions  que  l'Algèbre  fait 
non-seulement  connaître ,  mais  dont  elle  indique  encore 
la  rectification ,  en  rendant  soustractives  des  quantités 
qu'on  avait  regardées  comme  additives ,  ou  additives 
des  quantités  que  Von  avait  regardées  comme  soustrac- 
tives, ou  en  donnant  pour  les  inconnues  des  valeurs 
affectées  du  signe  — . 

Voilà  ce  qu'il  faut  entendre  lorsqu'on  dit  communé- 
ment que  les  valeurs  aîFectées  du  signe  — ,  et  qu'on  ap- 
pelle solutions  négatives ,  résolvent ,  dans  un  sens  op- 
posé à  son  énoncé ,  la  question  où  elles  se  rencontrent. 

Il  suit  de  là  qu'on  peut  regarder  comme  ne  formant , 
à  proprement  parler  y  qu'une  seule  question  ,  celles  dont 
les  énoncés  sont  liés  entre  eux  de  manière  que  les  solu- 
tions qui  satisfont  à  l'un  des  énoncés,  peuvent,  par  un 
,  simple  changement  de  signe  ,  satisfaire  à  l'autre. 

62.  Puisque  les  quantités  négatives  résolvent,  dans 
un  certain  sens  ,  les  problèmes  qui  leur  donnent  nais- 
sance ,  il  est  à  propos  d'examiner  de  plus  près  leur 
usage  ,  et  d'abord ,  de  s'assurer  de  la  manière  dont  il 
convient  d'effectuer  les  opérations  indiquées  sur  ces 
quantités. 

On  a  ci-dessus  fait  usage  des  règles  des  signes ,  trou- 
vées précédemment  pour  chacune  des  opérations  fonda- 
mentales ;  mais  ces-règles  n'ont  point  été  démontrées  sur 
des  quantités  isolées.  Pour  la  soustraction,  par  exemple, 
on  a  supposé  qu'il  fallait  retrancher  de  a  l'expression 
i  —  e ,  dans  laquelle  la  quantité  négative  —  c  était  pré- 
cédée d'une  quantité  positive  b  (20).  On  réduirait  bien 
h  —  c  à  —  c,  en  faisant  ^  =  o  ,  ce  qui  changerait  le 
résultat  en  a-^c^  mais  le  raisonnement  employé  a 
l'endroit  cité,  supposant  l'existence  de  la  quantité 
b,  ne   paraît  pas  comprendre   ce  cas  ;   et  la  thcone 
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des  quantités  négatives  étant  à  la  fois  Tune  des  pTu3- 
importantes  et  des  plus  épineuses  de  l'Algèbre  il 
est  a  propos  de  l'appuyer  sur  des  bases  solides.  Pour 
parvenir  à  ce  but ,  il  faut  remonter  à  l'origine  des  quan- 
tités négatives. 

La  plus  grande  soustraction  que  l'on  puisse  opérer  sur 
une  quantité,  c'est  de  la  retrancher  d'elle-même  ;  et 
dans  ce  cas  ,  on  a  zéro  pour  reste  :  ainsi,  a  —  a  =  o. 
Mais  lorsque  la  quantité  à  retrancher  surpasse  celle  dont 
Il  tant  la  retrancher  ,  on  ne  peut  plus  effectuer  en 
entier  la  soustraction;  on  ne  fait  qu'opérer,  dans  la 
quantité  à  soustraire,  une  réduction  égale  à  la  quantité 
dont  elle  devrait  être  ôtée.  Lorsque  de  3,  par  exemple, 
il  faut  retrancher  5 ,  ou  qu'on  a  la  quantité  3  — -  5  ,  en 
ôtant  d'abord  3  de  5 ,  on  décompose  5  en  deux  parties 
û  et  «2  dont  la  soustraction  successive  reviendrait  à 
celle  de  5,  et  par  là,  au  lieu  de  3  — 5  on  a  Texpres- 
sion  équivalente  3 — 3 — 2  qui  se  réduit  à  —  2.  Le 
signe  —  qui  précède  a  montre  que  c'est  ce  dont  il  s'en 
faut  que  la  soustraction  ait  pu  s'opérer  tout  entière , 
en  sorte  que  si  l'on  eût  ajouté  a  à  la  première  des  quan- 
tités, on  aurait  eu  3  +  a  —  5 ,  ou  zéro.  On  exprime 
donc ,  au  moyen  des  signes  algébriques ,  l'idée  qu'on  doit 
attacher  à  la  quantité  négative  —  a  y  en  formant  l'é- 
quation a  —  a  =  o  ,  ou  en  regardant  les  symboles 
a  —  a  ,  b  —  b  j   etc.  comme  équivalens  à  zéro. 

Cela  posé ,  on  conçoit  que  si  l'on  joint  à  la  quantité 
quelconque  a  le  symbole  b  —  bj  qui  n'est  au  fond  que 
zéro  ,  on  ne  changera  point  la  valeur  de  cette  quantité , 
et  que  par  conséquent  l'expression  a  -f-  ^  —  b  n'est 
qu'une  autre  manière  d'écrire  la  quantité  a  ;  ce  qui  est 
d'ailleurs  évident ,  puisque  les  termes  -{^.b  et  —  b  se  dé- 
truisent. 

Mais  ayant ,  par  ce  changement  de  forme ,  fait  entrer 
dans  la  composition  de  a  les  quantités  -^  b  et  —  b,  on 
voit  que  pour  soustraire  l'une  quelconque  de  ces  quan- 
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tités  ,  il  suffit  de  TefFacer.  Si  c'est  -|-  b  qu'on  veut  sous- 
traire de  a  ,  on  l'effacera ,  et  j^l  restera  a  —  b ,  ce  qui 
s'accorde  avec  la  convention  établie  n°  2  ;  si  c'est ,  au 
contraire ,  —  Z> ,  on  effacera  cette  dernière  quantité  , 
et  il  restera  a  -^  b ,  comme  on  le  conclurait  du  n°  20. 

A  l'égard  de  la  multiplication ,  on  remarquera  que  le 
produit  de  a  —  a  par  -f-  b ,  doit  être  a  b  —  a  b  ,  parce 
que  le  multiplicande  étant  égal  à  zéro ,  le  produit  doit 
aussi  être  zéro  ;  et  le  premier  terme  étant  ab  j\e  second 
doit  nécessairement  être  -—  a  b  ,  pour  détruire  ce  pre- 
mier. 

On  conclura  de  là  que  —  a  multiplié  par  -f-  b  doit 
donner  —  ab. 

En  multipliant  a  par  b  —  Z> ,  on  aura  encore  ab  —  ab  ^ 
parce  que  le  multiplicateur  étant  égal  à  zéro ,  le  produit 
sera  aussi  égal  à  zéro  ;  et  il  faudra  par  conséquent  que 
le  second  terme  soit  —  ab  pour  détruire  le  premier 
-^  ab. 

Donc  -f-  «  multiplié  par  —  b  doit  donner  —  ab. 

Enfin  si  l'on  multiplie  —  a  par  b — 3,  le  premier  terme 
du  produit  étant ,  d'après  ce  qui  précède ,  —  abyîl  fau- 
dra que  le  second  terme  soit  -^  ab ,  puisque.le  produit 
doit  être  nul  en  même  temps  que  le  multiplicateur.    ^ 

Donc  —  a  multiplié  par  —  b  doit  donner  '^  ab. 

En  rapprochant  ces  résultats ,  on  en  déduit  les  mêmes 
règles  que  celles  du  numéro  3 1.^ 

Le  signe  d'un  quotient ,  combiné  avec  celui  du  divi- 
seur,  suivant  les  règles  propres  à  la  multiplication,  de- 
vant reproduire  le  signe  du  dividende ,  on  conclura  de 
ce  qui  vient  d'être  dit ,  que  la  règle  des  signes,  donnée 
n°  4^  ,  convient  encore  au  cas  actuel ,  et  que  par  con- 
"^équent  les  quantités  monômes ,  lorsqu'elles  sont  iso- 
lées, se  combinent ,  par  rapport  à  leurs  signes  y  de  même 
que  lorsqu'elles  font  partie  des  polynômes. 
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G3.  D'après  ces  remarques  on  pourra  toujours,  lors- 
qu'on rencontrera  des  valeurs  négatives ,  remonter  au 
véritaLIe  énoncé  de  la  question  résolue ,  en  cherchant 
de  quelle  manière  ces  valeurs  satisfont  aux  équations  du 
problème  proposé  ;  c'est  ce  que  l'exemple  suivant ,  qui 
se  rapporte  à  des  nombres  différens  d'espèce  de  ceux 
de  la  question  du  n°  56 ,  confirmera.  ^ 

64'  Deux  couriers ,  pour  aller  à  la  rencontre  l'un  de 
l'autre,  partent  en  même  temps  de  deux  villes  dont  la 
distance  est  donnée  ;  on  sait  combien  de  kilomètres 
chaque  courier  fait  par  heure ,  et  on  demande  à  quel 
point  de  la  route  qui  joint  les  deux  villes ,  ces  couriers 
se  rencontreront. 

Afin  de  rendre  plus  évidentes  les  circonstances  de  la 
question ,  j'ai  placé  ci-dessous  une  figure  dans  laquelle 
les  points  indiqués  par  les  grandes  lettres  A  et  B ,  repré- 
wsentent  les  lieux  de  départ  des  couriers. 


A  R  B 

J'exprimerai  à  l'ordinaire  par  de  petites  lettres  les  don- 
nées et  les  inconnues  de  la  question. 

a  la  distance  des  points  de  départ  A  et  B , 

b  le  nombre  de  kilomètres  que  parcourt  dans  une 

heure ,  le  courier  parti  du  point  A  , 
c  le  nombre  de  Idlomètres  que  parcourt  dans  le 

même  temps ,  le  courier  parti  du  point  B. 

La  lettre  R  étant  placée  au  point  de  rencontre  des  deux 
couriers,  je  nommerai  a: le  chemin  AR  fait  par  le  premier, 
y\e  chemin i?iî fait  par  le  second; 
et  comme 

AR^BRz=A  B, 

j'aurai  l'équation 

X  -^-y  :=  a. 

Convsidérant  ensuite  que  les  chemins  x  et  y  sont  par- 
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courus  dans  le  même  temps ,  on  remarquera  que  le  pre- 
mier Courier ,  qui  fait  un  nombre  b  de  kilomètres  en  une 
heure  de  temps  ,    emploiera  à   parcourir  l'espace  x 

oc 
un  temps  marqué  par  j-. 

De  même  le  second  courier  ,  qui  fait  un  nombre  c 
de  kilomètres  en  une  heure,  emploiera  à  parcourir, le 

chemin jy,  un  temps  marqué  par-J^  -,  on  aura  donc 

b— c 

Les  équations  de  la  question  seront  par  conséquent 

X  -^y  r=  a 

l~  c 

En  faisant  disparaître  le  dénominateur  b  de  la  se- 
-conde,  on  aura 

X  z=:~^  i 

c    '  -  ' 

mettant  cette  valeur  de  x  dans  la  première  équation  , 
celle-ci  deviendra 

on  en  conclura  '  "     •'^- 

by'j~cy  =  ac,       d'où         y  =  J^, 

^        b-^c 

^  Remettant  la  valeur  dey  dans  celle  de  a;,  on  ob-« 
tiendra 

ou  enfin 
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Puisqu'il  n'entre  aucun  signe  —  dans  les  valeurs  de 
X  et  de  y  ,  il  est  évident  que  quelques  nombres  (^u'on 
prenne  pour  les  lettres  a ,  6 ,  c ,  on  trouvera  toujours 
pour  X  et  pour  y  deux  nombres  affectés  du  signe  -f-  y 
et  que  par  conséquent  la  question  proposée  sera  toujours 
résolue  dans  le  sens  précis  de  son  énoncé.  En  effet,  on 
conçoit  facilement  que  dans  tous  les  cas  où  deux  cou- 
riers'  vont  en  même  temps  l'un  vers  l'autre  ,  ils  doivent 
nécessairement  se  rencontrer. 

65.  Je  suppose  à  présent  que  les  deux  couriers  aillent 
dans  le  même  sens  ;  celui  qui  part  du  point  A  courant 
après  celui  qui  part  du  point  B  ,  et  qui  tend  vers  un 
point  C,  placé  au-delà  du  point  B ,  par  rapport  au 
point  u4. 

Â  B  R  C 

Il  est  évident  que  ,  dans  cette  hypothèse ,  le  courier 
parti  du  point  A  ne  peut  rencontrer  le  courier  parti  du 
point  B ,  qu'autant  qu'il  va  plus  vite  que  ce  dernier  ; 
et  le  point  de  rencontre  R  n'est  plus  entre  A  etB ,  mais 
au-delà  de  B  y  par  rapport  à  A. 

En  conservant  les  mêmes  données  que  ci-dessus  ,  et 
en  observant  qu'alors 

AR  —  B  R  =  A  B,     ' 

on  aura 

\  X — y=a. 


La  seconde  équation 


n'exprimant  que  l'égalité  des  temps  employés  par  les 
couriers  à  parcourir  les  espaces  A  RetB  R,ne  change 
point. 
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Les  deux  équations  ci-dessus  ,  étant  résolues  comme 
les  précédentes ,  donnent 


X 

c 

ac 

y  —-T — • , 


-y^za,       hy-'cy=^ac, 


h         ac  ah c 

c      h'-'C       cXp^-^-c)^ 
et  enfin  ^a#f.f 

Ici  les  valeurs  de  x  et  de^  ne  seront  positives  qu'au- 
tant qu'on  prendra  b  plus  grand  que  c  ,  c'est-à-dire 
qu'on  supposera  que  le  courier  parti  du  point  ^  va  plus 
vite  que  l'autre. 

Si  l'on  fait,  par  exemple, 

Z>  =  20,  c=io, 

on  a 

20  a         20  a 

X= = =  52Û  , 

20 10  10 

1  o  <2  10  a 


20— -10        10 

d'où  il  résulte  que  le  point  de  rencontre  R  est  éloigné 
du  point  u4  de  deux  fois  AB. 

Si  l'on  suppose  ensuite  b  plus  petit  que  c  ;  qu'on 
fasse ,  par  exemple , 

b  =z  10  ^  c  =  20, 

on  trouve 


10a  10a 


10 — 20      — lO 

20  a         20  a 

=: =  —  2  a. 

lo — 20      —10 
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Ces  valeurs  étant  affectées  du  signe  — ,  font  voir  que 
la  question  ne  peut  plus  être  résolue  dans  le  sens  de 
son  énoncé  ;  et  en  effet  il  est  absurde  de  supposer  que 
le  Courier  parti  du  point  A ,  ne  parcourant  que  10  kilo- 
mètres par  heure,  puisse  jamais  atteindre  le  courier  parti 
du  point  B ,  qui  fait  20  kilomètres  par  heure  ,  et  qui 
est  en  avant  du  premier. 

^^.  Cependant  ces  mêmes  valeurs  résolvent  la  question 
dans  un  certain  sens  ;  car  en  les  substituant  dans  les 
équations 

on  a ,  par  les  règles  des  signes , 

—  a  -\-  2.  a^=^  a 

a 2(2 

10  20* 

équations  qui  sont  satisfaites ,  puisqu'en  effectuant  les 
réductions  qui  se  présentent ,  le  premier  membre  de- 
vient égal  au  second  ;  et  si  l'on  fait  attention  aux  signes 
des  ternies  qui  composent  la  première  ,  on  verra  com- 
ment il  faut  modifier  l'énoncé  de  la  question  pour  en 
ôter  l'absurdité. 

En  effet,  c'est  le  chemin  a,  correspondant  à  x  et  par- 
couru par  le  premier  courier  ,  qui  est  véritablement 
soustrait  du  chemin  Q.a  ,  correspondant  à  ^  et  parcouru 
par  le  second  courier  ;  c'est  donc  comme  si  l'on  avait 
changé  y  en  x  et  x  eny  ,  et  comme  si  l'on  avait  supposé 
que  le  courier  parti  du  point  B  allât  après  l'autre. 

Ce  changement  dans  l'énoncé  en  produit  un  dans  la 
direction  du  chemin  des  couriers  ;  ils  ne  tendent  plu» 
vers  le  point  C  ,  mais  du  côté  opposé  ,  vers  le  point  C, 
C/omme  le  montre  la  figure  suivante  :  ^      hW,/. 
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a''  R'  ' 

A                     B         H 

C 

et  leur  rencontre 

se  fait  en  R\  Il  résulte  de  là 

BBI  —  AK  —  AB, 

ce  qui  donne 

y  — 07  =  a; 

on  a  toujours  d'ailleurs                                  <r^îf 

'J]<: 

^^y 

b—c' 

et  on  trouverait 

ab            ioa 

X  ■ 

V  ~ 

~c — b      20 — 10         ' 
ac            9.0  a 

y  - 

c  —  b      20 — 10 

valeurs  positives ,  qui  résolvent  la  question  dans  le  sens 
précis  de  son  énoncé. 

67.  Cette  question  présente  un  cas  dans  lequel  elle  est 
tout-à-fait  absurde.  Ce  cas  a  lieu  lorsqu'on  suppose  que 
les  deux  couriers  vont  également  vite  ',  il  est  visible  que 
de  quelque  côté  qu'on  les  fasse  marcher,  ils  ne  peuvent 
jamais  se  rencontrer,  puisqu'ils  conservent  entre  eux  l'in- 
tervalle de  leurs  points  de  départ.  Cette  absurdité, qu'au- 
cune modification  dans  l'énoncé  ne  peut  faire  disparaî- 
tre ,  se  manifeste  bien  évidemment  dans  les  équations. 

On  a  alors  b  z=  c  ^  puisque  les  couriers  allant  égale- 
ment vite,  parcourent  le  même  espace  dans  une  heure  ; 
l'équation 

X 

b' 


devient 

X 

b 

=f 

et  donne 

X 

=.y- 

Par  là  l'équation  x 

-y- 

=  ûse 

change 

en 

X  —  x:=z 

a, 

ou 

0  = 

=  a 

1" 
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résultat  bien  absurde  ,  puisqu'il  suppose  nulle  une  quan- 
tité a  dont  la  grandeur  est  donnée. 

68.  Cette  absurdité  se  montre  d'une  manière  assez 
singulière  dans  les  valeurs  des  inconnues 

ab  ac 

leur  dénominateur  b  —  c  devenant  o lorsque  b  =  c,  on  a 


ac 


ab 


On  n'aperçoit  pas  aisément  ce  que  peut  être  le 
quotient  d'une  division ,  quand  le  diviseur  est  zéro  -,  on 
voit  seulement  que  si  l'on  prenait  b  très  voisin  de  c  ,  les 
valeurs  de  a:  et  dey  deviendraient  très  grandes.  Pour 
s'en  convaincre ,  il  n'y  a  qu'à  prendre 

b  =  6^""  ,  c  =  5^'"-,8  , 

6  a      ^ 
on  aura  x  =  —  =  oo  « , 

o,2 

5,8a 
yr=-^ — =2Qa; 
•^         o,2  ^ 

qu'on  passe  ensuite  à 

b  =  Ç        c  =  5,9 , 

on  aura 

Sa       ^ 
x  = =  bo  a. 

0,1 

5,9  a  r 

qu'on  fasse  encore 

b  =  6,  c=:'5,99, 

il  viendra 

Sa       ^ 

X  = mbooa, 

0,01 

5,QQa 

-^        0,01  ^ 
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«t  on  voit  facilement  que  le  diviseur  diminuant  à  me- 
sure qu'on  rend  plus  petite  la  différence  des  nombres 
b  et  c ,  on  obtient  des  valeurs  de  plus  en  plus  grandes. 

Cependant ,  comme  quelque  petite  que  soit  une  quan- 
tité ,  elle  ne  peut  jamais  être  prise  pour  zéro  ,  il  s'en- 
suit que  quelque  peu  différens  qu'on  supposât  les 
nombres  représentés  par  les  lettres  Z>  et  c ,  et  quelque 
grandes  que  fussent  par  conséquent  les  valeurs  de  x  et 
de  y  résultantes ,  jamais  on  n'atteindrait  à  celles  qui 
répondent  au  cas  où  b  ^=  c. 

Ces  dernières  ne  pouvant  être  représentées  par  aucun 
nombre  ,  quelque  grand  qu'on  le  suppose  ,  sont  dites  in- 


TTi 


finies^  et  toute  expression  de  la  forme  — ,  dont  le  déno- 
minateur est  zéro,  est  regardée  comme  le  symbole  de 

Cet  exemple  montre  qaeV  infini  mathématique  est  une 
idée  négative ,  puisqu'on  n'y  parvient  que  par  l'impos- 
sibilité d'assigner  une  quantité  qui  puisse  résoudre  la 
question. 

On  pourrait  demander  ici  comment  les  valeurs 

ab  ac 

,  o    '  -^  o  ' 

satisfont  aux  équations  proposées  ;  car  c'est  une  propriété 
essentielle  de  l'Algèbre  que  les  symboles  des  valeurs  des  in* 
connues,  quels  qu'ils  soient,  étant  soumis  aux  opérations 
indiquées  sur  ces  inconnues ,  satisfassent  aux  équations 
du  problème. 

En  les  substituant  dans  les  équations 

b        b' 
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qui  répondent  au  cas  où  è:=r  c ,  on  a ,  par  la  première  , 
ah      ah 

o        o  ' 

ah  —  ah 
ou =  ûr^  ou  ah  —  aZ>r=aXo, 

ou  enfin 

0  =  0,         puisque         flXo  =  o. 

La  seconde  équation  donne ,  dans  la  même  circonr 
stance , 

ah   ah 

les  deux  membres  de  chaque  équation  devenant  égaux, 
ces  équations  sont  satisfaites. 

Il  reste  encore  à  expliquer  comment  la  notion  indi- 
quée par  l'expression  — ,  corrige  l'absurdité  du  résultat 

trouvé  dans  le  n°  ^j.  Pour  cela,  on  divisera  par  x  les  deux 
membres  de  l'équation 

X'-y'=a\ 
on  aura 

y a 

X       X  ' 

et  comme  l'équation 

b~  b 

donne  x  =y ,  la  première  deviendra 

a  a 

1  —  1=-         ou         o=-. 

X  X 

L'erreur  consiste  ici  dans  la  quantité -,  dont  le  second 

X 

membre  surpasse  le  premier  ;  mais  cette  erreur  deviendra 
de  plus  en  plus  petite,  à  mesure  qu'on  prendra  pour  a; 
un  plus  grand  nombre.  C'est  donc  avec  raison  que  l'Al-^ 
gèbre  donne  pour  x  une  expression  qu'aucun  nombre* 
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quelque  grand  qu'il  soit,  ne  saurait  représenter  ,  mais 
qui,  venant  à  la  suite  de  celles  qui  représentent  des  nom- 
bres de  plus  en  plus  grands  ,  indique  dans  quel  sens  on 
peut  atténuer  de  plus  en  plus  Terreur  de  la  supposition. 

63.  Si  les  couriers,  allant  également  vite  et  dans  le 
même  sens,  partaient  du  même  point,  leur  jonction  ne 
se  ferait  plus  à  un  point  particulier ,  puisqu'elle  aurait 
lieu  dans  toute  l'étendue  de  leur  course  :  il  est  bon  de 
voir  comment  cette  circonstance  est  représentée  par  les 
valeurs  que  prennent  dans  ce  cas  les  inconnues  x  et  y, 

B 

A"  C     . 

Le  point  A  et  le  point  B  étant  confondus  ensemble , 
on  a  pour  ce  cas  ,  a=  o ,  et  toujours  è  =  c  ;  il  vient  donc 

o.h      o  o.c o 

^^   o        o*       -^        o        o' 
Pour  interpréter  ces  valeurs ,  qui  indiquent  une  divi- 
sion dans  laquelle  le  dividende  et  le  diviseur  sont  nulg 
tous  les  deux,  je  remonte  aux  équations  de  la  ques- 
tion. La  première ,  devenant 

X  — y  =  o  ,     donne     x  r=.y  ; 
et  substituant  cette  valeur  dans  la  seconde  équation 
qui  est  alors  S  -3-^^ 

oc       y       ..    .  y        y 

La  dernière  équation  ayant  ses  deux  membres  iden- 
tiques ,  c'est-à-dire  composés  des  mêmes  termes  ,  pris 
avec  le  même  signe ,  est  satisfaite ,  quelque  valeur  qu'on 
assigne  à^  ,  et  ne  saurait  déterminer  cette  inconnue. 
D'ailleurs,  il  est  évident  que  l'équation 

X       y  .        „ 

Y=*^      revient  a     x-=.y  ^ 

et   n'exprime   par    conséquent  rien  de   plus   que   la 


/ 
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première  (*).  Il  résulte  seulement  de  Tune  et  de 
l'autre  ,  que  les  deux  couriers  seront  toujours  en- 
semble ,  puisque  les  distances  x  et  y  partent  toutes  deux 
du  point w^,  et  sont  égales,  leur  valeur  restant  d'ailleurs 
indéterminée.  L'expression  -  est  donc  ici  le  sym- 
bole d'une  quantité  indéterminée  :  je  dis  ici ,  car  il  y  a 
des  cas  où  cela  n'est  pas  ;  mais  alors  l'expression  pro- 
posée n*a  pas  la  même  origine  que  la  précédente. 
70.  Pour  en  donner  un  exemple ,  soit 

b{a^b)  ' 

Cette  quantité  devient  3  dans  sa  forme  actuelle ,  lorsqu'on 
fait  a  =  6  ;  mais  si  on  la  réduit  d'abord  à  sa  plus  simple 
expression,  en  supprimant  le  facteur  a  —  è,  commun  au 
numérateur  et  au  dénominateur,  on  trouve 

a  (^a  -j-b) 
h  ' 

ce  qui  donne  2a  quand  az=:b. 

Il  n'en  est  pas  de  même  des  valeurs  de  a:  et  de  y,  trou- 
vées dans  le  n*^  précédent;  car  elles  ne  sont  pas  suscep- 
tibles d'être  réduites  aune  plus  simple  expression. 

Il  suit  de  ce  que  je  viens  de  dire,  que  lorsqu'on 
rencontre  une  expression  qui  devient  f,  il  faut,  avant 
de  prononcer  sur  sa  valeur ,  chercher  si  le  numérateur 
et  le  dénominateur  n'ont  pas  quelque  facteur  com- 
mun qui,  devenant  nul,  rende  ces  deux  termes  égaux 
à  zéro  en  même  temps  ;  et  en  le  supprimant ,  on  ob- 


(*)   Pour   abréger  le    discours  ,    les   analystes    appliquent   aux 
équations  mêmes  ,  l'epithè te  d'' identiques. 

•^  =-y  est  une  dquation  identique,  5  —  3x  =  5  —  3a-  en  est  une 

autre;  et  quand  deux  e'quations  n'expriment  que  la  même  chose, 
on  dit  aussi  que  ces  équations  sont  identiques. 
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tiendra  la  vraie  valeur  de  l'expression  proposée.  Il  y  a 
cependant  des  cas  qui  pourraient  échapper  à  cette  mé- 
thode ;  mais  les  bornes  de  cet  Ouvrage  ne  me  permet- 
tent que  de  faire  remarquer  \efait  analytique.  C'est  en 
traitant  du  Calcul  différentiel,  qu'on  donne  les  procédés 
généraux  pour  trouver  la  vraie  valeur  des  quantités  qui 
deviennent  J  ("^•). 

71 .  Ce  quiprécèdefait  voir  bien  clairement  que  les  so- 
lutions algébriques  y  ou  satisfont  complètement  à  l'énoncé 
du  problème  y  quand  il  est  possible,  ou  indiquent  une 
modification  à  faire  dans  l'énoncé ,  lorsque  les  données 
présentent  des  contradictions  qui  peuvent  être  levées , 
ou  enfin  font  connaître  une  impossibilité  absolue,  lors- 
qu'il n'y  a  aucun  moyen  de  résoudre  avec  les  mêmes 
données,  une  question  analogue  dans  un  certain  sens  à  la 
proposée. 

72.  Il  faut  remarquer  dans  la  solution  des  différens 
cas  de  la  question  précédente ,  que  le  changement  de 
signe  des  inconnues  x  et  y  répond  à  un  changement 
dans  la  direction  des  chemins  que  ces  inconnues  repré- 
sentent. Quand  l'inconnue  j^  était  comptée  de  B  vers  A  , 
elle  avait  dans  l'équation 

le  signe -f-,  et  elle  a  pris  le  signe— pour  le  second  cas, 
lorsqu'on  l'a  portée  du  côté  opposé,  de  B  vers  C,  n°  65  , 
puisqu'on  a  eu  pour  première  équation 

oo—y:=a. 

En  effectuant  ce  changement  de  signe  dans  la  seconde 


{*  )  Voyez  le  Traité  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral^ 
lora.  I,  ou  le  Traité  élémentaire  sur  le  même  sujet. 
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équation, 


on  trouverait 


b  ~c 


résultat  qui  n'est  pas  celui  qu'on  a  donné  dans  le  n°  cité  ; 
mais  il  faut  observer  que  le  chemin jy  se  compose  par 
des  multiples  de  l'espace  c  que  parcourt  en  une  heure  le 
Courier  parti  du  point  B,  et  cet  espace  étant  dirigé  dans 
le  même  sens  que  l'espace  j,  doit  être  supposé  de  même 
signe ,  et  prendre  par  conséquent  le  signe  —  lorsqu'on 
le  donne  ky  :  on  aura,  par  cette  remarque , 

^     — y  X     V 

T= — —        ou        T=-- 
b      — c  b      c 

Il  suffit  donc  d'un  simple  changement  de  signe  pour 
comprendre  le  second  cas  de  la  question  dans  le  premier; 
et  c'est  ainsi  que  l'Algèbre  doune  à  la  fois  la  solution  de 
plusieurs  questions  analogues. 

Le  problème  du  n°  1 5  en  offre  un  exemple  bien  évi- 
dent. On  a  supposé  dans  cet  article ,  que  le  père  devait 
au  lîlsune  somme  d\  si  on  veut  résoudre  la  question 
dans  l'hypothèse  contraire,  c'est-à-dire  en  supposant 
que  le  fils  doive  à  son  père  la  somme  d ,  il  suffira  de 
changer  le  signe  de  d,  dans  la  valeur  de  a;,  et  l'on  aura 
b  c  —  d 

enfin ,  si  on  les  suppose  quittes  l'un  envers  l'autre ,  i} 
faudra  faire  c?=o,  et  il  viendra 
_     bc 

Rien  n'est  plus  aisé  que  de  vérifier  ces  deux  solutions, 
en  mettant  de  nouveau  le  problème  en  équation ,  pour 
chacun  des  cas  q\i'on  vient  d'énoncer. 
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73.  Ce  n'est  que  pour  conserver  l'analogie  entre  les 
problèmes  des  n°' 56  et  64,  que  j'ai  employé  deux  in- 
connues dans  le  second.  On  pourrait  résoudre  l'un  et 
l'autre  avec  une  seule  inconnue  ;  car ,  lorsqu'on  dit  que 
l'ouvrier  a  reçu  74  fj^ancs  pour  12  jours  de  son  travail 
et  7  de  celui  de  sa  femme  et  de  son  fils ,  il  en  résulte  que 
si  Ton  nomme  y  le  gain  de  la  femme  et  du  fils ,  et  que  de 
'j/^  francs  on  ôte  7  y,  il  reste  ']Sf  —  "] y  pour  12  journées 

de  l'ouvrier,  d'où  il  suit  qu'il  gagne  Z-t — 12.  par  jour. 

Calculant  de  même  son  gain  pour  la  seconde  circon- 

,.,            5o  —  5y 
stance,  on  trouvera  qu  il  gagne ^ — ^  P^i"  jour. 

En  égalant  ces  deux  quantités,  on  formera  l'équation 

ZiziZ2— 5£r"A>; 

12      "^       8      * 
De  même ,  dans  la  question  du  n°  64  , 


A  R  B 

si  X  désigne  le  chemin  AR  fait  par  le  courier  parti 
du  point  A  y  BRz=:a  —  x,  sera  celui  du  courier  parti 
du  point  B  en  allant  vers  A  ;  ces  deux  chemins  étant  faits 
dans  le  même  temps  par  les  çouriers  qui  parcourent  res- 
pectivement les  nombres  3  et  c  de  kilomètres  par  heure  , 
on  aura 

X      a — X 

d'où 

cx  =  ab  —  b  X  , 


X 


b-i-c 


La  différence  entre  les  solutions  que  l'on  vient  de  don-f 
ner  et  celles  des  n'''  56  et  S4,  ne  consiste  qu'en  ce  que  l'on 
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a  formé  et  résolu  la  première  équation  par  le  secours  du 
langage  ordinaire  ,  sans  y  employer  l'écriture  algébri- 
que ;  et  il  est  évident  que  plus  on  pousse  loin  l'usage 
du  premier  procédé,  moins  il  reste  à  faire  avec  le  second. 

j^.  On  ajoute  quelquefois  au  problème    du   n°  ^/{ , 
une  circonstance  qui  ne  le  rend  pas  plus  difficile. 


A  R  C  B 

On  suppose  que  le  courier  parti  dupoint  B  s'est  mis  en 
marche  un  nombre  d  d'heures  avant  celui  qui  part  du 
point  A. 

Il  est  évident  que  cela  revient  à  changer  le  point  de 
départ  du  premier  ;  car  s'il  fait  un  nombre  c  de  kilo- 
mètres par  heure,  il  parcourra  un  espace  B  C=cd  en 
cZ  d'heures,  et  se  trouvera  au  point  C,  lorsque  l'autre 
Courier  partira  du  pointa;  en  sorte  que  l'intervalle  des 
lieux  de  départ  sera 

ACzrzAB  —  BC  —  a'—cd: 

En  écrivant  donc  a  —  c  ^,  à  la  place  de  a  ,  dans  l'é- 
quation du  n°  précédent ,  on  aura 
X      a  —  cd  —  X 
b—        ^7~       ' 

ab  —  hcd 
""—      b-\.c     ' 
Si  les  couriers  allaient  dans  le  même  sens 


A  B  C  R 

Tintervalle  des  lieux  de  départ  serait 

AC^AB-^BC^a-^-cd; 

le  chemin  parcouru  par  le  courier  parti  du  point  A  se- 
rait AR ,  tandis  que  celui  de  l'autre  courier  serait 

CR^AR-^AC: 
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on  aurait  donc 

X x  —  a —  cd 

h—  ~c 

d'où 

ab^bcd 


76.  Enoncé  de  cette  manière,  le  problème  présente  un 
cas  où  l'interprétation  de  la  valeur  négative  trouvée  pourjc, 
offre  quelque  difficulté  ;  c'est  lorsqu'en  faisant  aller  les 
couriers  en  sens  contraire ,  on  donne  au  nombre  à  une 
valeur  telle ,  que  l'espace  ^C  représenté  par  cc^ ,  devient 
plus  grand  que  a ,  qui  représente  AB. 


C  R  A  B 

Alors  le  courier  parti  du  point  ^  se  trouve  en  C  de  l'autre 
côté  de  A,  au  moment  où  l'on  fait  partir  celui-ci,  vers  le 
point  ^  ;  il  y  a  donc  absurdité  à  supposer  que  les  deux 
couriers  puissent  ainsi  se  rencontrer. 
Si  l'on  avait,  par  exemple , 

a  =  400'^",     ^=12^»",     €=8^"",     ^  =  60^, 

il  en  résulterait  cd=:  480"^™,  ainsi  le  point  C  serait  à 
80'^'°  au-delà  du  point  v^,  par  rapport  au  point  B;  mais 
on  trouverait  alors  ■  ^'>    r-r: 

400. 12  —  60.8. 12 4'^o.3  — 60.2.13 

^~  8+12  "~  2-1-3 

___I200 1440 240 


Ainsi  la  rencontre  des  couriers  aurait  lieu  dans  un  point 
R  y  placé  à  48^*"  de  l'autre  côté  du  point  A ,  mais  entre 
A  et  C ,  quoiqu'il  semble  que  le  courier  parti  de -5,  de- 
vant continuer  son  chemin  au-delà  du  point  C ,  ne  pour- 
rait être  joint  par  l'autre  courier,  qu'après  avoir  passé 
ce  point.  n--  r-  rri?-  '^ii 
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Pour  connaîti'e  la  question  résolue  dans  ce  cas,  il  faut 
substituer  au  lieu  de  x  le  nombre  négatif  —  m ,  dans 
l'équation  qui  devient 

771 a  —  cd-\-m 

""T—         ~c         ^ 

ou  en  changeant  le  signe  des  deux  membres , 

771  cd a 771 

On  voit  que  le  chemin  parcouru  par  le  courier  parti 


C        R  A        "  ;  y    B 

du  point  Bj  est  cd  —  ^  —  77i ,  ou  ce  qui  reste  de  BC , 
quand  on  en  retranche\/^i?  et  A  R,  c'est-à-dire  C  R  , 
et  qup  ACz=zcd — a  :  c'est  donc  comme  si  le  second 
courier  eût  dû  partir  immédiatement  du  point  C  où  il 
se  trouve  au  départ  du  premier  -,  mais  puisqu'ils  vont 
en  sens  contraires,  leur  rencontre  doit  nécessairement 
avoir  lieu  dans  l'intervalle  A  C.  Ce  cas  rentre  ainsi  dans 
le  premier  de  ceux  du  n°  'j4 ^  où  il  suffit  de  changer 
a — ce?  en  cd — a  pour  obtenir  la  valeur  qu'aurait  77i,  d'a- 
près l'équation  ci-àessns. (  F'oyez  la  note  à  lafm  du  vol.  ) 

jG.  Le  problème  du  n®  56 ,  étant  généralisé  ,  s'énonce 
ainsi  qu'il  suit  : 

Un  ouvrier  ayant  passé  un  nombre  a  de  jours  dans 
une  maison ,  et  ayant  eu  avec  lui  sa  fimme  et  son  fils 
-pendant  un  nombre  b  de  jours ,  a  reçu  une  somme  c  ; 
il  a  passé  ensuite  dans  la  même  maison  un  nombre  à  de 
jours  y  il  a  eu  cette  fois  avec  lui  sa  femme  et  son  fils 
pendant  un  nombre  e  de  jours  ,  et  il  a  reçu  une  somme 
f;  07t  demande  ce  qu'il  gagnait  par  jour ,  et  ce  que 
gagnaient  sa  femme  et  son  fils  pendant  le  même  temps. 

Soient  toujours  x  le  prix  de  la  journée  de  l'ouvrier  et 
y  celui  de  la  journée  de  sa  femme  et  de  son  fils  ; 
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pour  un  nombre  a  de  jours  ,  il  aura  ax  y 

pour  un  nombre  h  de  jours ,  sa  femme  et  son  fils  auront 

by^  ainsi 

aX'^byz:=zc', 

pour  un  nombre  d  de  jours ,  il  aura  d  x , 

pour  un  nombre  e  de  jours,  sa  femme  et  son  fils  auront 

ey,  ainsi 

d  X  -^^  ey  :=f: 

voilà  les  deux  équations  générales  de  la  question. 
On  tire  de  la  première 

a 
multipliant  cette  valeur  par  d ,  pour  la  substituer  à  la 
place  de  x  ,  dans  la  seconde  équation ,  on  aura 

,     cd — bdy 

et  X  —  — — — — ^— _ 
a 
et  par  conséquent 

cd — bdy   ,  /, 

^--Z  +  ey=f. 

En  faisant  disparaître  les  dénominateurs  de  cette  équa- 
tion ,  on  obtiendra 

c  d  —  b  dy  -^  ae yz=  af, 

d'où  l'on  conclura  successivement 

a  ey  —  b  dy  =  af —  c  d, 

af — cd 

^        ae  —  bd' 

Connaissant  maintenant  y ,  si  l'on  met  sa  valeur  dans 

celle  de  x ,  cette  dernière  sera  connue  ;  on  aura 

^.    .  .  ,  af—'cd 

-m^  <wej .    c  —  b  -^ r-ï 

ae — bd 

x  = . 

a 

Pour  simplifier  cette  expression ,  il  faut  d'abord  faire  la 
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multiplication  indiquée  sur  les  quantités 

,  af — cd  ,_^^ 

b         et         -^ r-j,         (53) 

ae — 6rf  ^       ' 

ce  qui  donne 

••<  ^bf — bcd 

ae — bd 

x=. ; 

a 

puis  réduire  c  au  dénominateur  de  la  fraction  qui  l'ac- 
compagne ,  et  effectuer  la  soustraction  de  cette  frac-* 
tion  (5i  )  :  il  vient 

ace  —  bcd — cibf-\-  bcd 
ae  —  b  d 


ou  en  réduisant 


-abf 


=^i*y 


(■•')  Pour  qu'il  n'y  ait  aucun  doute  sur  le  sens  de  cette  expres- 
sion, il  faut  faire  attention  à  la  barre  de  division  qui  se    trouve 

placée  dans  le  corps  de  la  ligne.  Ainsi ,  dans  l'expression  x  =  -— -, 

-^représente  le    dividende,   soit  entier,   soit  fractionnaire,  et  B 
le   diviseur,  dans  l'une  et  l'autre  hypothèses.   D'après  cette  con- 

C 
vention,  l'expression  x  =  -—-signifie  que  x  est  égal  au  quotient  de  la 

A  A 

fraction-^ divisée  par  B,  et  l'expression  a:  =  -^  indique  pour  x  le 

"C 

quotient  de  ^divisé  par  la  fraction  -j^\  enfin  on  a,  par  l'expression 

A_ 
x-=.—jt ,  le  quotient  de  la  fraction  --^  divisée  par  la  fraction  -jr- 

~D 

Ces  remarques   font  sentir  la  nécessité  de  placer  les  barres  con- 
formément au  résultat  qu'on  se  propose  d'indiquer. 
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En  efFectiiant  la  division  par  a  (  53  )  ,  on  trouvera 
ace — o.bf 
^  ~~  a^e—abd  * 
et  en  supprimant  le  facteur  a,  commun  au  numérateur 
et  au  dénominateur  (  38  )  ,  on  aura  enfin 

ae — bd 
Les  valeurs 

ce  —  bf  af — cd 

ae  —  bd^       -^       ae  —  bd* 
s'appliquent  de  la  même  manière  que  celles  qu'on  a  trou- 
vées ci-dessus ,  pour  des  équations  littérales  à  une  seule 
inconnue  :  on  y  substitue  au  lieu  des  lettres  les  nombres 
particuliers  à  l'exemple  qu'on  a  choisi. 

On  obtiendra  les  résultats  du  n°  56  ,  en  faisant 

d=z   8,         e=:5,         f—5o, 
et  ceux  du  n°  58  ,  en  faisant  '*'" 

a=:  12  ,         ^  =  7,         c:=  4^, 
J=:    8,         e  =  5,        /=3o. 

77.  Les  valeurs  de  x  et  de  y  ne  conviennent  pas 
seulement  à  la  question  proposée  :  elles  s'étendent  à 
toutes  celles  qui  conduisent  à  deux  équations  du  pre- 
mier degré  à  deux  inconnues  •  car  il  est  visible  que 
ces  équations  sont  nécessairement  comprises  dans  les 
formules 

a  X  -^  b  y  =;  c  , 

dx  -^  ey=f, 
pourvu  qu'on  entende  par  les  lettres  « ,  è  ,  c?  et  e ,  l'en- 
semble des  quantités  données  qui  multiplient  respecti- 
vement les  inconnues  x  et  y  ,  et  par  les  lettres  c  etf, 
l'ensemble  des  termes  tout  connus  ,  passés  dans  le  se- 
cond membre. 
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De  la  résolution  d'un  nombre  quelconque  adéquations 
du  premier  degré  y  renfermant  un  pareil  nombre  d'in- 
connues. 

78.  Lorsqu'une  question  renferme  autant  de  condi- 
tions distinctes  qu'elle  contient  d'inconnues  ,  chacune 
de  ces  conditions  fournit  une  équation  ,  dans  laquelle 
il  arrive  souvent  que  les  inconnues  sont  mêlées  entre  elles, 
comme  on  l'a  \ti  déjà  sur  des  problèmes  à  deux  incon- 
nues ;  mais  si  ces  inconnues  ne  sont  qu'au  premier  degré , 
on  peut,  ainsi  qu'on  l'a  fait  dans  les  numéros  précédens, 
prendre  dans  l'une  des  équations  la  valeur  de  l'une  des 
inconnues ,  comme  si  tout  le  reste  était  connu ,  et  sub- 
stituer cette  valeur  dans  toutes  les  autres  équations  y  qui 
ne  contiendront  plus  après  cela  que  les  autres  inconnues. 
Cette  opération ,  par  laquelle  on  chasse  une  des  incon- 
nues, se  nomme  élimination.  Par  son  moyen,  si  l'on  a  trois 
équations  à  trois  inconnues,  on  endéduira  deux  équations 
à  deux  inconnues,  qu'on  traitera  comme  on  a  fait  ci-des- 
sus; et  ayant  obtenu  les  valeurs  des  deux  dernières  incon- 
nues ,  on  les  substituera  dans  l'expression  de  la  première . 
Si  l'on  a  quatre  équations  à  quatre  inconnues ,  on  en 
déduira  en  premier  lieu  trois  équations  à  trois  incon- 
nues ,  qu'on  traitera  comme  il  vient  d'être  dit  ;  puis  ayant 
trouvé  les  valeurs  des  trois  inconnues,  on  les  substituera 
dans  l'expression  de  la  première,  et  ainsi  de  suite. 

Voici  pour  exemple  une  question  qui  renferme  trois 
inconnues  et  trois  équations. 

79.  On  a  acheté  séparément  les  charges  de  trois  vni-^ 
turcs  .*  la  première ,  qui  contenait  3o  mesures  de  seigle , 
20  d'orge  et  10  de  froment,  a  coûte  2.3o  francs  ; 

La  seconde,  qui  contenait  i5  mesures  de  seigle,  6 
d'orge  et  12.  de  froment ,  a  coûté  iZ^  francs  ; 

La  troisième  y  qui  contenait  10  mesures  de  [seigle  ,  5 
d^arge  et  4  de  froment,  a  coûté  y 5  francs; 
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On  demande  à  combien  revient  la  mesure  de  seigle , 
celle  d'orge  et  celle  de  froment  7 
Soit  X  le  prix  de  la  mesure  de  seigle , 
y  celui  de  la  mesure  d'orge , 
z  celui  de  la  mesure  de  froment. 
Pour  remplir  la  première  condition,  on  observera  que 
3o  mesures  de  seigle  vaudront      3o  x , 
20  mesures  d'orge  vaudront  20  j, 

1  o  mesures  de  froment  vaudront    10  z\ 
et  le  tout  devant  faire  23o  francs,  on  aura  l'équation 
"60  X  -\-  2.0  y  -^  102  =  23o  : 
Pour  la  seconde  condition,  on  aura 

1 5  mesures  de  seigle  qui  vaudront         1 5  x , 
6  d'orge  ^y  » 

12  de  froment  12  z, 

et  par  conséquent 

i5  X  4- 6  j -f- 12  2;  =  i38: 
Pour  la  troisième  condition    on  aura 

10  mesures  de  seigle  qui  vaudront         10  x  , 
5  d'orge  5  y , 

4  de  froment  4  ^  > 

et  par  conséquent 

10  X  -{-  S  y  -{-  4  z  ^=z  jS. 
La  question  proposée  sera  donc  ramenée  aux  trois 
équations 

3o  a: -|- 20  ^ -f-  10  2,  =  23o , 
i5a:+    6jy -f-  12  2=  i38, 
10  a;  4-    5^+    4^^=    7^- 
Avant  d'en  entreprendre  la  résolution,  j'examine  s'il 
n'est  pas  possible  de  les  simplifier ,  en  divisant  par  un 
même  nombre  les  deux  membres  de  quelqu'une  (12)  ;  et 
je  vois  qu'on  peut  diviser  tous  les  termes  de  la  pre- 
mière par  10,  et  tous  ceux  de  la  seconde  par  3  :  en 

8.. 


I 
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effectuant  ces  divisions  ,  je  n*ai  plus  à  m'occuper  que 
des  équations 

3  X  -}-  2  y  -}-     2.  =  23, 

ioa:4-  5  y  -^  4  ^  =76. 
Pouvant  choisir  l'une  quelconque  des  inconnues  pour 
en  tirer  la  valeur  ,  je  prends  celle  de  z  dans  la  première 
équation  ,  parce  que  cette  inconnue  n'ayant  point  de 
coefficient ,  sa  valeur  sera  une  quantité  sans  diviseur  , 
ou  entière  ;  il  vient 

z,  rr:  23  —  3  a?  —  2  y. 
En  mettant  cette  valeur  dans  la  seconde  et  la  troisième 
équation  ,  on  les  change  en 

5  a:  -f-  zy  -{-92  —  iz  x  —  S  y  =:  46, 
10  X  -\-  S  y  -{-  ^2  —  1207  —  8^=  76; 
et  réduisant  leur  premier  membre ,  on  trouve 
g2  —  7  a:  — 6j'  =  46  , 
32  —  2  07  —  3 y  =  76. 
Pour  traiter  ces  équations  ,    qui  ne  renferment  plus 
que  deux  inconnues  ,  je  prends  dans  la  première  la  va- 
leur de  l'inconnue  y  ;  j'obtiens 

02  —  A6  —  '7  X  4^ — 7^ 

y=- — V^    °"   y=^-r-' 

et  par  la  substitution  de  cette  valeur,  la  seconde  équa- 
tion devient 

„  AG 7  07  r- 

92  — 207— -SX^^— g-^— =7^- 

Je  pourrais  faire  évanouir  le  dénominateur  6  par  la  mé- 
thode ordinaire  ,  mais  j'observe  que  ce  dénominateur 
étant  divisible  par  3,  peut  se  simplifier  en  effectuant  sur  la 

fraction  ^  T^^  >  îa  multiplication  par  3  ,  conformé- 
ment au  n"  54  de  VJrîthm,  ;  j'ai  par  ce  moyen 
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g2— 2X- -—=73. 

En  faisant  alors  disparaître  le  dénominateui'  a  ,  je  troiu  e 

184  —  4  ^  —  4^  +  7 -^  —  ^^^  > 
le  premier  membre  étant  réduit ,  il  vient 

d'où  l'on  conclut 

i5o — ï38       12  , 

x^= 3 —  V>     ^"    a:  =  4. 

La  substitution  de  cette  valeur  dans  l'expression  de 
y  donne  n 

4^  —  7X4       46  — a8       18  ^ 

et  par  la  substitution  des  valeurs  de  x  et  de  ^  ,  dans 

l'expression  de  2  ,  on  obtient 

2  =  23— 3x4  — 3X3— 33— 13  — 6t    ou    ZZ=:S. 

ll'suit  de  là ,  que  la  mesure  de  seigle  valait  4  francs  ^ 
celle  d'orge  3 , 

celle  de  froment  5. 

Cet  exemple ,  en  même  temps  qu'il  offre  l'applica- 
tion de  la  méthode  du  numéro  précédent ,  doit  être 
remarqué  pour  les  abréviations  de  calcul  qu'on  y  a 
pratiquées. 

80.  Je  vais  résoudre  encore  le  problème  suivant. 

Un  homme  qui  s'est  chargé  do  transporter  des  vases 
de  porcelaine  ,  de  trois  grandeurs ,  a  fait  ce  marché  : 
quil  paierait  autant  par  chaque  vase  qu'il  casserait , 
qu'il  recevrait  pour  ceux  quil  rendrait  en  bon  état. 

On  lui  donne  d'abord  deux  petits  vases  ,  quatre 
moyens  et  neuf  grands  ;  il  cas^  les  moyens  ,  rend 
tous  les  autres  en  bon  état  ^  et  reçoit  une  somme  do 
28  francs. 
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On  lui  donne  ensuite  sept  petits  vases  ,  trois  moyeîis 
et  cinq  grands  ;  cette  fois  il  rend  les  petits  et  les  moyens , 
mais  il  casse  les  cinq  grands  ,  et  il  reçoit  seulement 
3  francs. 

Enfin  ,  on  lui  remet  neuf  petits  vases ,  dix  moyens 
et  onze  grands  ;  il  casse  tous  ces  derniers  ,  et  ne  reçoit 
en  conséquence  que  ^francs. 

On  demande  ce  qu'on  a  payé  pour  le  transport  d'un 
vase  de  chaque  grandeur. 

Soit  X  le  prix  du  transport  d'un  petit  vase , 
y      celui  du  transport  d'un  moyen , 
z      celui  du  transport  d'un  grand.  ^ 

n  est  visible  que  chaque  somme  que  reçoit  le  porteur, 
est  la  différence  ,  entre  ce  qui  lui  revient  pour  les  vases 
qu'il  rend  en  bon  état,  et  ce  qu'il  doit  pour  ceux  qu'il  a 
cassés  ;  d'après  cette  remarque  ,  les  trois  conditions  du 
problème  fo%irnissent  respectivement  les  équations 

a,  X  —    4y  "^    92  =  28, 
j  X -\-    "5  y —    52;  =  5, 
9  a:  -f"  10^  —  11  z  =  4- 
*     La  première  de  ces  équations  donne 


X 

2 


et  par  la  substitution  de  cette  valeur,  la  deuxième  et  la 
troisième  équation  deviendront 


2 


+  Zy—'Sz—Z, 


s52-f-36y  — 81Z  ,  . 

! J hioy — 11  2  =  4. 

2  ^ 

Faisant  disparaître  les  dénominateurs  ,  on  aura 

1964-28^  —  632.4-    6^—102  =  6 

262  -f-36j'  —  8lZ-f-20J  —  22  2,:=8 
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réduisant  le  premier  membre ,  on  obtiendra 

196-f  34j^—    jZz  —  Q, 

aSa  +  56  j  —  io3  z;  r=:  8  ; 
prenant  la  valeur  de  y  dans  la  première  de  ces  équa- 
tions ,  on  aura 

73  2; — 190 

Par  cette  valeur ,  la  seconde  devient 

étant  délivrée  du  dénominateur  34  ,  elle  se  change  en 
34x262 -f- 56  X73zi—56Xi9o--34Xio3z=:::34x8 
ou  en 

8568  4-  4088  z  — .  10640  —  35o2  z  rr=  272. 
La  réduction  du  premier  membre  de  ce  résultat  con- 
duit à 

586  z  —  2072  =  272  , 

cToù  Ton  tire  ^^  ? 

2344  ^  . 

""=■58^'    ""     "^4- 
En  remontant  de  la  valeur  de  s  à  celle  de  j  ,  on  aura 

y^  34  —        34        "'34'        -^         ' 

et  avec  ces  deux  valeurs  ,  on  trouvera 

^^284-4x3~9X4^P-8+iP^-36_4     ^u  a:  =  2. 
2  22' 

On  a  donc  payé  2  fr.  pour  le  transport  d'un  petit  vase , 

3  pour  celui  d'un  moyen , 

4  pour  celui  d'un  grand. 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  il  faut  s'y 
prendre  dans  tous  les  autres  cas. 
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81.  Il  arrive  souvent  que  toutes  les  inconnues  n'en- 
trent pas  à  la  fois  dans  toutes  les  équations  ;  cette  cir- 
constance ne  change  pas  la  méthode  :  il  suffit  de  bien 
examiner  la  liaison  des  inconnues  pour  passer  des  unes 
aux  autres. 

Soient  pour  exemple  les  quatre  équations 

3  u  —  Qy  =r    2, 
9,  X  -\-  5  y  =  39 , 

5  X  —  y  z  =  1 1  , 

renferma^t  les  inconnues  Uj  x,  y  et  z. 

Avec  un  peu  d'attention ,  on  voit  qu'en  prenant  dans 
la  seconde  équation  la  valeur  de  x,  pour  la  substituer 
dans  la  troisième,  le  résultat  contenant  alors  j'  etz,  fera, 
par  sa  combinaison  avec  la  quatrième  équation,  connaître 
ces  deux  quantités;  puis  avec  la  valeur  de^,  on  aura  celles 
de  u  et  de  x,  par  le  moyen  de  la  première  et  de  la  seconde 
équation.  En  opérant  ainsi ,  on  fera  le  calcul  suiva'^*;^^ 

X—         ^         , 

5  X  ^~  y -^-jz—ii, 

ou  196    l5jy l4zi  =  22, 

OU  i5j'-fi4z—  173  (67). 

Les  deux  équations 

i5jy-{-  145=:  173,  , 

4^+    3a;=    41, 

étant  résolues ,  donneront 

^  —  5,    2.^=7; 
et  par  ces  valeurs ,  on  aura 


D'A    L    G    E    B   R    E.  121 

3q— 3x5      39— 1 5      24 


ou         UZ=z4'' 


Q-{~2y 2  -\-  10       la 

"-"~3~— ~3~~3" 
les  nombres  cherchés  sont  donc 

4>   13,  5  et  7. 

82.  La  méthode  que  je  viens  d'exposer  s'applique- 
rait aux  équations  Httérales,  de  même  qu'aux  équa- 
tions numériques  ;  mais  la  multitude  des  lettres  qu'il 
faudrait  employer  pour  représenter  généralement  les 
données ,  lorsque  le  nombre  des  équations  et  des  incon- 
nues surpasse  2  ,  a  engagé  les  algébristes  à  chercher 
une  manière  de  les  exprimer  plus  simplement.  Je  la 
ferai  connaître  dans  l'article  suivant  ;  mais  afin  de  four- 
nir au  lecteur  l'occasion  de  s'exercer  à  mettre  les  pro- 
blèmes en  équation  et  à  les  résoudre,  j'ai  réuni  ci-dessous 
une  suite  d'énoncés,  et  j'ai  indiqué  à  la  fin  de  chacun 
les  résultats  qu'on  doit  trouver. 

1  °.  Un  père  étant  interrogé  sur  l'âge  de  sonfils,  répond,- 
si  du  double  de  l'âge  qu'il  a  maintenant  vous  retranchez 
le  triple  de  celui  qu'il  avait  il  y  a  six  ans ,  vous  aurez  son 
âge  actuel^ 

Réponse  :  L'enfant  avait  9   ans. 

2.'^.  Diophante,  l'auteur  du  plus  ancien  livre  d'Algèbre 
qui  nous  reste  ,  passa  dans  l'enfance  le  sixième  du 
temps  qu'il  vécut,  un  douzième  dans  l'adolescence, 
ensuite  il  se  maria^  et  passa  dans  cette  union  le  septième 
de  sa  vie,  augmenté  de  cinq  ans ,  avant  d'avoir  unfils 
auquel  il  survécut  de  quatre  ans ,  et  qui  n'atteignit  que  la 
moitié  de  l'âge  où  son  père  est  parvenu;  quel  âge  avait 
Diophante  j  lorsqu'il  mourut  ? 

Réponse  :  84  ans. 

^"^   Un  marchand  prélève  tous  les  ans  sur  les  fonds  ^^'i^ 
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a  dans  le  commerce ,  une  somme  de  i  ooo  francs  pour  la 
dépense  de  son  ménage;  cependant  chaque  année  s  on  bien 
augmente  du  tiers  de  ce  qui  j'este ,  et  au  bout  de  trois 
ans  se  trouve  doublé;  combien  avait-il  au  commencement 
de  la  première  année  ? 

Réponse  :   i ^^oo  francs. 

4°.  Un  marchanda  deux  espèces  de  thé,  la  première 
à  1  ^francs  le  kilogramme ,  la  deuxième  à  1 8  francs  ; 
combien  doit-il  prendre  de  chacune  pour  en  former  une 
caisse  de  i  oo  kilogrammes  qui  vaille  1 68o  francs  ? 

Réponse  :  Zokilog.  de  la  première  etyo  de  la  seconde, 

5°.  On  a  rempli  en  lo.  minutes  un  vase  contenant  Sg 
litves  d'eau,  en  faisant  couler  successivement  deux  fon- 
taines,  dont  l'une  fournissait  ^litres  par  minute  et  Vau- 
tre 3  ;  071  demande  pendant  combien  de  minutes  chaque 
fontaine  a  coulé  ? 

Réponse  :  La  première  3  minutes  ,  et  la  seconde  9. 
6° .   tfne  montre  marquant  midi ,  V aiguille  des  minutes 
se  trouve  sur  celle  des  heures  ;   on  demande  quel  est  le 
point  du  cadran  où  se  fera  la  prochaine  rencontre  des 
aiguilles  ? 

Réponse  :  Lorsqu^il  sera  1  heure  5  minutes  et  ^. 
Obs.  Ce  problème  se  rapporte  à  celui  du  n°  65. 
7°.  Un  homme  rencontrant  des  pauvres,  veut  donner  26 
centimes  à  chacun ,  mais  en  comptant  sa  monnaie ,  il 
s'aperçoit  qu'il  lui  manque  pour  cela  10  centimes,  alors  il 
ne  donne  que  20  centimes  à  chaque  pauvre  et  il  lui  reste 
25  centimes;  on  demande  combien  cet  homme  avait  de 
monnaie  ,  et  quel  était  le  nombre  des  pauvres  ? 

Réponse  :  //  avait  1  franc  65  centimes,  et  les  pauvres 
étaient  au  nombre  de  7. 

8^  Trois  frères  ont  acheté  un  bien  pour  5oooo  francs; 
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il  manque  aupremier  pour  payer  à  lui  seul  cette  acquisi- 
tion, la  moitié  de  l'argent  qu'a  le  second  ;  celui-ci  paie- 
rait l'acquisition  à  lui  seul,  si  V on  ajoutait  à  ce  qu'il 
possède  le  tiers  de  ce  qu'a  le  premier  ;  eirfm  le  troisième 
aurait  besoin  pour  faire  ce  même  paiement,  de  joindre 
à  ce  qu'il  cr,  le  quart  de  ce  que  possède  le  premier  ;  com- 
bien chacun  a-t-il  d' arguent  ? 


&' 


Rép.  Le  premier  a  ZooQofr. ,  le  deuxième  4oooo  ,  et 
le  troisième  42600. 

9°.  Après  unepartie,  trois  joueurs  comptent  leur  argent; 
un  seul  ayant  perdu ,  les  deux  autres  ont  gagné  chacun 
une  somme  égale  à  celle  qu'ils  ont  mise  au  jeu  ;  après 
une  seconde  partie  ^  Vun  des  joueurs  qui  avait  gagné  dans 
la  précédente  perd,  et  les  deux  autres  gagnent  chacun 
une  somme  égale  à  celle  qu'ils  avaient  en  commentant  la 
seconde  partie  ;  à  une  troisième  partie ,  le  joueur  qui 
jusque-là  avait  gagné,  perd,  avec  chacundes  deux  autres 
une  somme  égale  à  celle  qu'ils  avaient  en  commençant 
cette  dernière  partie ,  et  alors  les  trois  joueurs  sortent 
avec  10,0  francs  chacun;  combien  avaient-ils  en  entrant 
au  jeu  ? 

Rép.  Celui  qui  a  perdu  à  la  l '^  partie  avait  1  ^^  francs , 
celui  qui  a  perdu  à  la  9.^  1  o5 , 

celui  qui  a  perdu  à  la  3^  60. 

Formules  générales  pour  la  résolution  des   équations 
^        du  premier  degré. 

8o .  Pour  obvier  à  l'inconvénient  que  f  ai  fait  remarquer 
au  commencement  du  numéro  précédent ,  on  a  imaginé 
de  représenter  par  la  même  lettre  tous  les  coefficiens 
d'une  même  inconnue ,  mais  de  les  distinguer  en  les  af- 
fectant d'un  ou  de  plusieurs  accens,  suivant  le  nombre 
des  équations. 
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Leô  équations  générales  à  deux  inconnues  s' écrivent  ainsi: 

a  0?  -f-  è  y  =  c, 

a'x  -{-b'y^zd. 
lies  coefîiciens  de  l'inconnue  x  sont  représentés  tous  deux 
par  a ,  ceux  àey  par  è  ;  mais  l'accent  que  portent  les 
lettres  de  la  seconde  équation  ,  fait  voir  qu'on  ne  les 
regarde  pas  comme  ayant  la  même  valeur  que  leurs  cor- 
respondantes dans  la  première.  Ainsi  a!  est  une  quan- 
tité différente  àe  a ,  b'  une  quantité  différente  de  b. 
Lorsqu'il  y  a  trois  équations ,  on  les  écrit  ainsi  : 

a  X  -{-b  y  -{-c  z=zd , 
a'  x-\-b' y-^-c'  z:=:d' , 
a"x^b"y-^c"z=zd!'. 

Tous  les  coefîiciens  de  l'inconnue  x  sont  désignés  par  la 
lettre  a,  ceux  dejy  paré  ,  ceux  de  z  par  c  ;  mais  chaque 
lettre  porte  des  accens  différens  qui  marquent  qu'elle 
appartient  à  diverses  quantités.  Ainsi  a,  a\  a",  sont  trois 
quantités  différentes,  et  de  même  des  autres. 

Suivant  cette  marche ,  s'il  y  avait  quatre  inconnues  et 
quatre  équations ,  on  les  écrirait  ainsi  : 

a  x  -\-  b  y  '\-  c  z  ^  d  u-=z  e  ^ 
a!  X  +  b'y  -\-c'  z-{-d'u  —  e\ 
a"x  -f-  b"y  -\-  c"z  +  d"u  ■=.  e\ 
cfx  -f-  ^y  +  d"z  -f  d"u  =  e'". 

84.  Afin  do  simplifier  les  calculs,  en  évitant  les  frac- 
tions ,  on  modifie  ainsi  le  procédé  de  félimination  : 
Soient  les  équations 

a  X  -\-  b  y  =  c, 

a'x  -f  b'y  ■=.  c  \ 
il  est  évident  que  si  l'une  des  inconnues ,  x  ,  par  exem- 
ple ,  avait  le  même  coefficient  dans  les  deux  équations  , 
il  suffirait  de  les  retrancher  l'une  de  l'autre ,  pour   faire 
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disparaître  cette  inconnue.  Cela  s'aperçoit  tout  de  suite 
sur  les  équations 

1  o  x  -f-  1 1  ^  =  27  , 

10  jî  4~  9 y  =  i5, 

qui  donnent 

11^ gj'^a/  — l5,  ou  2J/rr:l2,  ouj/  =  G. 

Il  est  visible  aussi  qu'on  peut  rendre  immédiatement, 
les  coefficiens  de  x  égaux  dans  les  équations 

a  X  -{-  b  y  =z  c, 

a^x  +  b'y^c',      «       '    ; 

en  multipliant  les  deux  membres  de  la  première  par  a 
coefficient  de  x  dans  la  seconde,  et  les  deux  membres  de 
la  seconde  par  a ,  coefficient  de  x  dans  la  première  ;  on 
obtient  ainsi, 

a  a^  X  -}-  a'  b  y  =  a^  c , 
aa'  x  -{-  a  b'y  =  a  d , 

Retranchant  ensuite  la  première  de  celles-ci  de  la  se- 
conde ,  l'inconnue  x  disparaîtra  ;  on  aura  seulement 
(«y  —  ab)y=zac — a'c, 

équation  qui  ne  contient  plus  que  l'inconnuej/ ;  et  Ion 
en  déduira 


ab'-^ba!' 


^  Le  procédé  que  je  viens  d'employer  peut  toujours 
s'appliquer  aux  équations  du  premier  degré ,  pour  en 
chasser  l'une  quelconque  des   inconnues. 

En  éliminant  de  même  l'inconnue  _y ,  on  aurait  la 
valeur  de  x. 

Si  l'on  applique  ce  procédé  aux  trois  équations  renfer- 
mant a: ,  j  et  2i ,  on  pourra  d'abord  éliminer  X  entre  la 
première  et  la  seconde,  puis  entre  la  première  et  la  troi- 
sième \  on  parviendra   ainsi  à  deux  équations ,  qui  ne 
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renfermeront  plus  quev  et  z ,  et  entre  lesquelles  on 
éliminera  ensuite  j.  -a  M 

Si  l'on  effectue  le  calcul ,  l'équation  en  z  ,  à  laquelle 
on  paiTiendra ,  aura  un  facteur  commun  à  tous  ses 
termes,  et  ne  sera  par  conséquent  pas  la  plus  simple  que 
l'on  puisse  obtenir. 

85.  Bézout  a  donné  une  méthode  fort  simple  pour 
éliminer  à  la  fois  toutes  les  inconnues  hors  une,  et  par  la- 
quelle on  ramène  immédiatement  la  question  à  des  équa- 
tions qui  contiennent  une  inconnue  de  moins  que  les 
proposées.  Quoique  ce  procédé  ne  soit  nécessaire  que 
lorsqu'il  s'agit  des  équations  à  trois  inconnues ,  je  com- 
mencerai par  l'appliquer  à  celles  qui  n'en  contiennent 
que  deux ,  afm  d'embrasser  le  sujet  en  entier. 
Soient  les  deux  équations 

a  X  -f-  èj'  =  c, 

a'x  -h  b'y  =  c'  : 

en  multipliant  la  première  par  une  quantité  m ,  qui  soit 
indéterminée,  il  viendra 

amx-{-b  m  y  =:cm\ 
et  retranchant  de  ce  résultat  Véquation 

a'  X  ^b'y  —  c' , 
on  aura 

^...x  —  a'x-i'bmy  —  b'y^cm'-'c/, 
(^am--'a')x-^{bm-^b^)y^cm-'c\ 

Puisque  rien  ne  détermine  la  quantité  m,  on  peut 
supposer  qu'elle  soit  telle,  que  b  m  ^  b' .  Dans  ce 
cas ,  le  terme  multiplié  parj/  disparaissant,  on  a 


am 
ou 


D    A 

L    G 

E    B 

R    E. 

mais  à 

cause  de  è  m 

=zb' 

,  il  résulte. 

m  = 

''T'' 

donc 

cU 

-c' 

cU- 

-bc'^ 

""      ab' 

1   - 

-a' 

~ab'^ 

-ba'' 
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Au  lieu  de  supposer  bm  =  b',    si  l'on  fait  am=a\ 
le  terme  affecté  de  x  s'évanouira,  et  il  viendra 

cm —  c^ 
y  —  bm—b" 

La  valeur  de  m  ne  sera  plus  la  même  que  tout-à-l'heure  ; 
car  on  aura 

g' 
m— ----', 
a 

et  en  substituant  dans  l'expression  de  j,  on  trouvera 

ca' — ac' 

y^bd^ab" 
En  changeant  les  signes  du  numérateur  et  du  dénomina- 
teur de  cette  valeur  (67),  son  dénominateur  sera  le  même 
que  celui  de  x  ,  puisqu'on  aura 

ac'  —  ca! 

y  '~  ab'---ba!' 
8ff.  Soient  maintenant  les  trois  équations 

ax-]-by~\-cz=id, 

a'x  -f-  b'y  4-  c'z  —  d\ 

a"x  -f  b"y  -f  c"z  ~  d"  : 
l'analogie   conduira    aisément    à     multiplier    la    pre- 
mière et  la  seconde  par  deux  quantités  indéterminées  m 
et  71,  à  les  ajouter  ensemble,  et  à  en  retrancher  la  troi- 
sième •  car  par  ce  moyen  elles  seront  employées  toutes 
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en  même  temps,  et  les  deux  nouvelles  quantités  în  et  rt , 
dont  il  est  permis  de  disposer  à  volonté ,  pourront  être 
déterminées  de  manière  à  faire  disparaître  en  même 
temps  du  résultat  deux  des  inconnues.  En  opérant 
ainsi ,  et  réunissant  les  termes  qui  multiplient  une  même 
inconnue  ,    on  aura 

(  am-\-an-^a"  )x-j-(bm-j-b'n^b"  )y-\-  (cm-f-c'/i  —  c"  )z 

Si  Ton  veut  faire  disparaître  x  et  y,  il  faudra  poser  pour 
cela  les  équations 

a  m  -^  a'  ji=r  a", 
hm-^  b'  n  =  b\ 

et  alors  il  viendra 

dm-\-d'  n  —  d" 


z  = 


c  jn-{-  c'  Ji  —  c'' 


Des  deux  équations  dans  lesquelles  m  et  Ji  sont  les  in- 
connues ,  il  est  facile  de  déduire  la  valeur  de  ces  quan- 
tités au  moyen  des  résultats  obtenus  dans  le  numéro  pré- 
cédent; car  il  suiïit  de  changer  dans  ceux-ci  x  en  m,  y  en  /i, 
et  d'écrire  au  lieu  des  lettres 

""'^'^  heslettresJ'''"'^"" 
a\b\c'V^''^^^'^^'ib,b\b% 

ce  qui  donnera 

a"b'—b"a' 


ab'-^ba!* 
ab"—ba" 


a  b'  —  b  a'  , 

Substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  z,  et  réduisant  tous 
les  termes  au  même  dénominateur ,  on  trouvera 

__  dih'a"^a'b")-^d\ab"--ba")'-d"(ab'-^ba') 
^  ~  c{b'a"-^ab")-\-c{ci  b"—b  a")-—i"{ci  b'-^-b  a)' 
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8i  Ton  avait  fait  évanouir  les  termes  affectés  dex  et  de 
z,  on  aurait  euj;les  lettres  m  et  n  auraient  dépendu 
des  deux  équations 

Sa  m  -^anz=a",  cm-^-  en  =  c"; 

et  en  opiérant  comme  ci-dessus,  on  aurait  trouvé 

d(c'a"^a'c")  -^df(a  d'-^c  a")--'d"{a  c'^c  a  ) 
y^b  {cd'-^d  c")  4-  b'  {a  c"—c  a")-^b\a  c'-^c  a)' 

Enfin  ,  en  posant  les  équations 

bm-^b'n7=:zb",  cm  +  c'nz=^  c" , 

on  ferait  disparaître  les  termes  multipliés  par  j/  et  par  z  ; 
et  il  viendrait 

_  d{c'b"^¥c")  -hdfjb  c"-^c  b")---d\b  c—c  b') 
^  ■"■  a{c'b"—b'c")  -\-  a{b  d'-'C  b")---a"(J)  c'— "c  b'  )  * 

En  développant  ces  valeurs  de  manière  à  rendre  leurs 
termes  alternativement  positifs  et  négatifs,  et  changeant 
en  même  temps  les  signes  du  numérateur  et  ceux  du  dé- 
nominateur ,  dans  la  première  et  dans  la  troisième ,  on 
pourra  leur  donner  les  formes  suivantes  : 

_ab'd"-- a d'b"  +  ddb"^  b  a'd"  +  b  d'à"—  d b'a" 
^—ab'  c"—  a  d  b"  -f  c  a'b"—  b  a!  d'  -f-  b  dd'-^  c  b'  a"'  '  ' 

__a  d'd'^  a  cd"  -f-  c  a'd"—dd  d'  -f  d  dcé'-^  c  d' a" 
y  ~~~a  b'd'—  a  db"  -f-c  d  b"—  b  ad'  -f-  b  da"—  c  b'  a"  ' 

_dUd'—  d  db"  -f-  c  d'b"^  b  d'd'  -f-  b  dd"—  c  b'd" , 
^  -~'a  b'd'—  a  db"  -f  c  a!b"—  b  a'd'  +  b  da"—  c  b'a"' 
87.  Soient  les  quatre  équations 

ax-^by-\-cz^-du  =  e,^§>      ; ^^r    ' 
d  X  ^  b'  y  -^  d  z  ^  d'  u  =z  e', 
d'x  -f-  b"y  -f-  d'z  -j-  d"u  =  d', 
d^x  -f-  y  y  +  d"z  4-  d"u  =  d"  ) 
Elém.  d'Algèbre.   14*  édition.  9 
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on  multipliera  la  première  par  m ,  la  seconde  par  n , 
la  troisième  par  p ,  on  ajoutera  les  produits ,  et  en  re- 
tranchant ensuite  la  quatrième ,  on  trouvera 

(am  +  fl'n  4-  a"p  — «")  ^^  +  {bm  +  b'n  -f-  b"p  —  b"')y 
+  (c77i  -f-c/  /i  +  c"p  — c"0  z  -^{dm  +  d'il  +  d"p^d"')u 
^zem-^e'n    •j'e"p  —  e". 

Pour  avoir  u,  on  posera 

a  m  -|-  an  -\-  a"p  ■=.  a"'^  ^ 

bm-i-b'n-{-b"pz=zb"\ 
cm  ~\-  c'n  -{■  c"p  =  c"', 
et  il  viendra 

em  +  e'ri-f  e"p — e* 

"  ""  dm+ti'n'\'d"p-d^'' 

Le  cas  de  quatre  inconnues  est  donc  ramené  à  celui  de 
trois,  au  moyen  des  équations  précédentes  qui  détermi- 
nent les  facteurs  m,  n,  p.  Il  faut  remarquer  que  les  lettres 
dete,  n'entrant  point  dans  ces  équations,  n'entreront  pas 
non  plus  dans  les  valeurs  de  m,  7t,  p,  et  qu'il  suit  de  là 
que  le  numérateur  de  l'expression  de  u  se  conclut  du 
dénominateur  en  changeant  les  e,qui  sont  les  coefficiens 
de  cette  inconnue^  dans  les  d  correspondans ,  qui  sont  les 
termes  tout  connus  des  équations  proposées. 

Cette  loi,  qu'on  aurait  déjà  pu  apercevoir  dans  les 
n°»  85  et  86 ,  s'étend  à  toutes  les  inconnues  ,  en  quelque 
nombre  qu  elles  soient.  Quant  à  leur  numérateur,  l'ob- 
servation des  résultats  obtenus  précédemment,  fournit 
le  moyen  de  les  retrouver  sans  calcul. 

88.  Pour  remonter  au  premier  anneau  de  la  chaîne , 
je  prends  l'équation  à  une  inconnue  ax=b  ;  j'en  tire 

b 

où  l'on  voit  que  le  numérateur  estle  terme  tout  connu  b, 
et  le  dénominateur,  le  coeîTicient  a  de  l'inconnue. 
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Les  deux  équations 

ax-\-by=zc,  «'x  -{-  b'y  =  c' , 

ont  conduit  à 

c  b'  —  b  c'  ^_^!_!IZ_£^' 

^=^inrw'     y-^ûb'  —  bâ'' 

le  dénominateur  se  compose  encore  des  lettres  a,  a', 
b,b\  qui  multiplient  les  inconnues  :  on  écrit  d'abord 
la  lettre  a  à  côté  de  la  lettre  b  ,  ce  qui  donne  ab  ;  on 
échange  ensuite  a  et  b  entre  eux  pour  avoir  6  a ,  et  en 
affectant  cet  arrangement  du  signe  — ,  il  vient  «6  — ba  ; 
on  met  enfin  un  accent  à  la  seconde  lettre  de  chaque  terme  : 
voilà  le  dénominateur  a  b' —  ba!  formé. 

Cela  fait,  pour  former  le  numérateur  de  x,  on  change, 
d'après  la  remarque  qui  termine  le  n^  précédent,  les  a 
en  c  ,  et  les  Z>  en  c  pour  celui  de ^  ;  de  cette  manière  ,  on 
trouve  quel'un  est  cb' —  b  c\  et  l'autre  ac  — cd . 

Il  faut  un  peu  plus  d'attention  pour  reconnaître  la 
formation  du  dénominateur  des  équations  à  trois  in- 
connues. Cependant  ,  puisque  dans  le  cas  des  deux 
inconnues  ,  le  dénominateur  présente  tous  les  arrange- 
mens  possibles  des  deux  lettres  a  et  Z>  qui  multiplient  ces 
inconnues,  il  est  naturel  de  penser  que  lorsqu'il  y  a  trois 
inconnues,  leur  dénominateur  doit  renfermer  tous  les  ar- 
rangemens  des  trois  lettres  a,  b ^  c;  et  pour  former  ces 
arrangemens  avec  ordre ,  on  s'y  prend  de  la  manière 
suivante. 

On  forme  d'abord  les  arrangemens  ab — ba  des  deux 
letttes  a  et  Z>  ;  à  la  suite  du  premier  a  Z>,  on  écrit  la  troi- 
sième lettre  c,  ce  qui  donneaZ>c;  et  faisant  passer  cette 
lettre  partoutes  les  places,  avec  l'attention  de  changer  le 
signe  chaque  fois  ,  et  de  ne  pas  troubler  l'ordre  respectif 
de  cf  et  de  Z> ,  il  en  résulte 

ab  c  —  aQb-\-cab. 

9- 


Ij2  É   L    É    M    E    K    S 

Opérant  de  même  sur  le  second  arrangement  de   deux 

lettres — b  a,  il  vient 

^■^b  ac^b  ca — cba-j 

^réunissant  ces  produits  aux  trois  précédens,  puis  mar- 
quant la  seconde  lettre  d'un  accent  et  la  troisième  de 
deux,  on  trouve 

ab'c"-'ac'b"-^ca'b"'-ba'c"'hbc'a"-~cb'a\ 

résukat  conformé  à  celui  que  présentent  les  formules 
obtenues  immédiatement. 

Il  est  facile  de  conclure  de  là,  que  pour  former  le  dé- 
nominateur dans  le  cas  de  quatre  inconnues,  il  faudrait 
introduire  la  lettre  d  dans  chacun  des  six  produits 

abc—^acb"\-cab  —  bac-\-bca'~~cbaj 

et  lui  faire  occuper  successivement  toutes  les  places  ;  le 
produit  abc,  par  exemple,  donnerait  les  quatre  suivans; 

ab cd  —  abdù-^adbc  —  dab  c. 

En  opérant  de  même  sur  les  cinq  autres  produits  de 
trois  lettres,  le  résultat  total  aurait  vingt-quatre  termes, 
dans  chacun  desquels  la  seconde  lettre  porterait  un  ac- 
cent, la  troisième  deux,  et  la  quatrième  trois  (*). 

89.  Pour  faire  servir  ces  formules  à  la  résolution  des 
équations  numériques,  il  faudra  comparer  terme  à  terme, 
les  équations  proposées,  avec  les  équations  générales  des 
numéros  précédens. 

Pour  résoudre ,  par  exemple ,  les  trois'  équations 


(*)  M.  Laplace,  dans  la  seconde  partie  des  Mémoires  de  TAcade- 
mie  des  Sciences  pont  1772  ,  page  294,  a  démontre  à  priori  ces 
lèplcs.  Voyez  aussi  \cs  Annales  tle  Mathématiques  pures  et  ap- 
pliquées, pni  lyi.  Gergonne,  T.  FV  ,  page  1^8,  cl  ï.  XH,  p  38r. 
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7x4-5^  +  2^  —  79, 
8j?  +  7y  +  92==  1^2, 
a:  4-  4j'  -f-  5  z  =  55, 

il  faudra  \&6  comparer ,  terme  à  terme ,  avec  celles 
du  n°  86 ,  ce  qui  donnera 

a  =2  7,  è  =  5,  c  ==:  a,  ^  =  79, 
a'  :=  8,  Ô'  1=  7,  i/  =  9,  ^'  r=  laa , 
a"=i,  Ô"=4,  c''z=5,  rf^=:55. 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  expressions  générales  des 
inconnues  x\y  çt  a,  et  effectuant  les  opérations  indi- 
quées, on  trouvera 

:m        ^=4,     y=9>     ^=p- 

Il  est  important  de  remarquer  que  les  mêmes  expres- 
sions serviraient  encore  ^  quand  les  équations  proposées 
n'auraient  pas  tous  leurs  termes  affectés  du  signe  +  > 
comme  semblent  le  supposer  les  équationsgénéralesdont 
ces  expressions  sont  déduites.  Soient,  pour  exemple, 

^  X  —  ^  y  -{-  82  =  4*» 

—  5x-j- <^y^Qz  =  —  20, 
11  X  —  y  y  —  6z=37; 

il  faudra ,  ^n  comparant  les  termes  de  ces  équations  à 
leurs  correspondàns  dans  les  équations  générales,  avoir 
égard  aux  signes,  ce  qui  donnera 

a"^  ^   ll^b"=:^  7,  C":=  ~  6,  d"=  +  37  , 

et  ensuite  déterminer,  conformément  aux  règles  du  nu- 
méro 3 1  ,  le  signe  que  doit  prendre  chaque  terme  des  ex- 
pressions générales  àe  x^y^z,  d'après  les  signes  des  fac- 
teurs dont  il  est  composé.  On  trouvera  d'abord  que  le 
premier  ternie  du  dénominateur  commun ,  qui  est  a  b^c", 
devenant  -|.3x  +  4X  —  G,  change  de  signe,  et  pro- 
duit—  72;    et   en  faisant  la  même    chose  pour   les 
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autres  termes ,  tant  des  numérateurs  que  des  dénomi- 
nateurs, prenant,  d'une  part,  la  somme  de  ceux  qui  sont 
positifs,  et  de  l'autre,  celle  de  ceux  qui  sont  négatifs, 
on  obtiendra 

îi.'T'J^ — 2834 — ^o 

632 —  622      — 3o  ' 

3022 2932 ^  +90 „ 

•^         632 —  622  ^~  — 3o  ' 

__58d9— 5889__-~3o__ 
692 —  622      — 3o 

Des  équations  du  second  degré  à  une  seule  inconnue. 

90.  Dans  les  équations  que  j'ai  traitées  jusqu'ici,  les 
inconnues  ne  montaient  qu'à  la  première  puissance, 
ou  n'étaient  point  multipliées  entre  elles  :  ces  équations 
n'étaient  que  du  premier  degré  ;  mais  si  l'on  se  propo- 
sait seulement  la  question  suivante  :  Trouver  un  nombre 
tel,  qu* étant  multiplié  par  son  quintuple ,  le  produit  soit 
égal  à  126  ,  en  désignant  ce  nombre  par  a:,  son  quin- 
tuple serait  Sx ,  et  on  aurait 

5x^=  125. 

Cette  équation  est  du  second  degré ,  parce  qu'elle  ren- 
ferme oc^  j  ou  la  seconde  puissance  de  l'inconnue.  Si  l'on 
dégage  cette  seconde  puissance  de  son  coefficient  5  ,  on 
obtiendra 

X^'=-—p~j         ou         X^=:23.      • 

5 
On  ne  saurait  ici  conclurel'inconnue  x  comme  dans  le 
numéro  11,  et  la  question  proposée  est  seulement  rame- 
née à  trouver  un  nombre  qui,  multiplié'par  lui-même, 
donne  25.  Avec  un  peu  d'attention ,  on  reconnaît  que  ce 
nombre  est  5;  mais  il  arrive  rarement  que  l'on  puisse  de- 
viner ainsi  la  solution  cherchée  ;  on  est  donc  conduit 
à  cette  nouvelle  question  numérique  :  trouver  un  nom- 
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bre  qui,  multiplié  par  lui-même  ,  donne  un  produit  égal 
à  un  nombre  proposé,  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose,  re- 
venir de  la  seconde  puissance  au  nombre  qui  l'a  produite, 
et  qu'on  appelle  sa  racine  quarrée.  Je  vais  m'occuper 
d'abord  de  cette  question ,  parce  que  la  solution  ser- 
vira pour  déterminer  les  inconnues  dans  toutes  les  équa- 
tions du  second  degré. 

9 1 .  La  méthode  qu'il  faut  employer  pour  trouver  ou 
extrairela  racine  des  nombres,  suppose  que  l'on  connaisse 
la  seconde  puissance  de  ceux  qui  sont  exprimés  par  un 
seul  chiffre  ;  voici  donc  les  neuf  premiers  nombres  avec 
leur  seconde  puissance  écrite  au-dessous  de  chacun  : 

123456789 
1     4    9  16  s5  36  49  e4  81. 

On  voit  par  cette  table  que  la  seconde  puissance 
d'un  nombre  exprimé  par  un  seul  chiffre ,  n'en  contient 
pas  plus  de  deux  :  10,  qui  est  le  plus  petit  des  nombres 
exprimés  par  deux  chiffres,  en  a  trois  à  sonquarré,  100. 
Pour  se  préparer  à  décomposer  la  seconde  puissance 
d'un  nombre  exprimé  par  deux  chiffres,  il  faut  en  étudier 
d'abord  la  formation;  et  pour  cela,  je  vais  chercher  com- 
ment chaque  partie  du  nombre  4/,  par  exemple,  con- 
court à  la  production  du  quarré  de  ce  nombre. 

On  peut  décomposer  4/  en  4o  -f-  7,  ou  en  4  dixaines- 
et  7  unités  ;  en  représentant  par  a  les  dixaines  du  nom- 
bre proposé ,  et  par  b  ses  unités ,  sa  seconde  puissance 
sera  exprimée  par 

(^a+b)  (a-fZ>)  =za^-\-2ab-^b^y 

c'est-à-dire  qu'elle  contiendra  trois  parties  ,  savoir  :  le 
quarré  des  dixaines  ,  deux  fois  le  produit  des  dixaines 
par  les  unités  ,  et  le  quarré  des  unités.  Dans  l'exemple 
que  j'ai  choisi,  a  =  4dixaines  ou  /^  unités,  et 5  =7', 
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on  aura 

z  a  b  z=: 
b^  = 

1600 
56o 

49 

Total, 

a^  +  '. 

2ab-}-¥~ 

2309  = 

=  47  X  47 

Pour  revenir  maintenant  du  nombre  2209  ^  ^^  racine 
47,  on  observera  d'abord  que  le  quarré  des  dixaines  , 
1600,  n'a  point  de  chiJOFre  significatif  d'un  ordre  inférieur 
aux  centaines ,,  et  qu'il  est  le  plus  grand  quarré  que 
puissent  contenir  les  22  centaines  de  2209;  car  32 
tombe  entre  16  et  26,  c'est-à-dire  entre  le  quarré  de  4 
et  celui  de  5  ,  comme  ^j  tombe  entre  4  dixaines  ou  40 , 
et  5  dixaines  ou  5o. 

Si  donc  on  cherche  le  plus  grand  quarré  contenu  dans 
22, on  trouvera  1 6,  dont  la  racine  4  exprimera  lesdixaines 
de  celle  de  2209  :  retranchant  ensuite  16  centaines 
ou  1600,  de  2209,  ^®  reste  609  contiendra  encore  le 
double  produit  des  dixaines  parles  unités,  56o,  et  le 
quarré  des  unités,  49-  Mais  le  double  produit  des  dixaines 
par  les  unités,  n'ayant  point  de  chiffres  d'un  ordre 
inférieur  aux  dixaines,  doit  se  trouver  dans  les  deux 
premiers  chiffres  60  du  reste  609,  qui  contiendront  en 
outre  les  dixaines  provenues  du  quarré  des  unités.  Ce- 
pendant, si  l'on  divise  60  parle  double  des  dixaines  8,  on 
aura ,  en  négligeant  le  reste ,  un  quotient  7  égal  auX 
imités  cherchées.  Multipliant  ensuite  par  7  le  nombre  8 , 
considéré  comme  des  dixaines ,  on  formera  le  double  du 
produit  des  dixaines  par  les  unités ,  56o,  et  le  retranchant 
du  reste  total  609 ,  on  obtiendra  une  différence  49 ,  qui 
doit  être,  et  qui  est  en  effet  le  quarré  des  unités. 

L/opération  que  je  viens  de  raisonner  se  dispose 
ainsi  : 
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22,09 

U7 

16 

187 

^'0.9 
609 

00  o 

On  écrit  le  nombre  proposé  comme  s'il  s'agissait  de  le 
diviser  par  un  autre,  et  on  destine  à  la  racine  la  place 
que  devrait  occuper  le  diviseur.^  Ensuite  on  sépare  par 
une  virgule  les  unités  et  les  dixaines ,  pour  ne  consi- 
dérer que  les  deux  premiers  chiftres  sur  la  gauche  ,  qui 
doivent  contenir  Içquarré  des  dixaines  de  la  racine.  On 
cherche  le  plus  grand  quarré  16,  contenu  dans  ces  deux 
chiffres  ;  on  en  porte  la  racine  4  à  la  place  qui  lui  est 
affectée,  et  on  retranche  16  de  as.  A  côté  du  reste  G, 
on  abaisse  les  deux  autres  chiffres ,  09 ,  du  nombre  pro- 
posé ;  on  sépare  le  dernier  qui  n'entre  point  dans  le 
double  produit  des  dixaines  par  les  unités  ;  on  divise  la 
partie  restante  à  gauche  par  8 ,  double  des  dixaines  de 
la  racine,  ce  qui  donne  pour  quotient  les  unités  7  ;  et 
pour  former  tout  d'un  coup  les  deux  dernières  parties 
du  quarré  que  doit  contenir  609 ,  on  écrit  7  à  côté 
de  8 ,  d'où  résulte  le  nombre  87 ,  égal  au  double  des 
dixaines  plus  les  unités ,  ou  à  2  a  -h ^,  et  qui,  étant  mul- 
tiplié par  7  ou  par  5,  reproduit  609  =  2  ^  ô  -{-  b'^y  ou  le 
double  produit  des  dixaines  par  les  unités ,  plus  le  quarré 
des  unités  :  faisant  la  soustraction  il  ne  reste  rien  ;  et 
l'opération  achevée  prouve  que  47  ^st  la  racine  quarrée 
de  2209. 

Soit  encore  à  extraire  la  racine  quarrée  de  5^4  ;  je 
dispose  l'opération  comme  il  suit  : 
3,24       18 
1 

22,4      ft8 

S2  4 

OP  O 
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et,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit,  je  trouve  i  pour  les 
dixaines  de  la  racine  ;  ces  dixaines  étant  doublées ,  me 
donnent  le  nombre  a ,  par  lequel  il  faut  diviser  les  deux 
premiers  chiffres  22  du  reste.  Or  22  contient  2  onze 
fois  ,  et  non-seulement  on  ne  peut  avoir  à  la  racine  ,  ni 
plus  de  10,  ni  10 ,  mais  9  lui-même  serait  encore  trop 
fort  dans  le  cas  actuel  ;  car  en  écrivant  9  à  côté  de  a,  et 
multipliant  29  par  9  ,  comme  le  prescrit  la  règle ,  on 
aurait  pour  résultat  261  ,  qu'on  ne  saurait  retrancher 
de  224.  On  ne  doit  donc  regarder  la  division  de  22  par  2, 
que  comme  un  moyen  approximatif  de  trouver  les  unités , 
et  il  faut  diminuer  le  quotient  obtenu,  jusqu'à  ce  qu'on 
parvienne  à  un  produit  qui  ne  surpasse  point  le  reste 
224 ,  condition  que  remplit  le  nombre  8  ,  puisque 
8  X  28  =  224  j  donc  la  racine  cherchée  est  18. 

En  formant  les  trois  parties  du  quarré  de  18,  on 
trouve  d'^iioo 

2  ab:=  160 
b^==   64 
Total,  524=  18  X  i8, 

et  on  voit  que  les  6  dixaines  que  contient  le  quarré  des 
unités  étant  réunies  à  160,  double  produit  des  dixaines 
par  les  unités ,  altèrent  ce  produit ,  de  manière  que  la 
division  par  le  double  des  dixaines  ne  peut  plus  donner 
les  unités  seules. 

92.  L'extraction  de  la  racine  quarrée  d'un  nombre 
composé  de  trois  ou  de  quatre  chiffres ,  ne  saurait  arrêter, 
d'après  ce  qui  précède  ;  mais  il  faut  encore  quelques  dé- 
tails pour  mettre  le  lecteur  en  état  d'extraire  la  racine 
d'un  nombre  exprimé  par  autant  déchiffres  qu'on  voudra, 
et  on  va  les  voir  naître  des  principes  déjà  posés. 

Tout  nombre  au-dessous  de  100  n'aura  que  quatre 
chiffres  à  son  quarré,  puisque  celui' de  icc  est  iQOOo 
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ou  le  plus  petit  nombre  exprimé  par  cinq  chiffres.  Cela 
posé ,  pour  examiner  la  formation  du  quarré  d'un  nombre 
au-dessus  de  loo,  de  ^y^,  par  exemple  ,  on  pourra  dé- 
composer ce  nombre  en  4'jo-\-'5  ,  ou  4?  dixaines ,  plus 
3  unités  •  et  pour  déduire  son  quarré  de  la  formule 

on  fera  a-=^4l  dixaines  =470  unités,  ô  =  3  unités  , 
d'où 

a"  •=.  220900 
Q,  ab  •=.      2820 

b'-^z  Q 


Total ,  223729=  473  X  47'^' 

On  voit  dans  cet  exemple  que  le  quarré  des  dixaines  n'a 
point  de  chiffres  significatifs  d'un  ordre  inférieur  aux 
centaines ,  et  cela  doit  être  en  général ,  puisque  des 
dixaines  multipliées  par  des  dixaines,  produisent  tou- 
jours des  centaines  (^Arith.  52). 

C'est  donc  dans  la  partie  2237  qui  reste  sur  la  gauche 
du  nombre  proposé,  après  qu'on  en  a  séparé  les  dixaines 
et  les  unités,  qu'il  faut  chercher  le  quarré  des  dixaines  ; 
et  comme  473  tombe  entre  47  dixaines ,  ou  470 ,  et  48 
dixaines  ,  ou  480 ,  2237  doit  tomber  entre  le  quarré 
de  47  et  celui  de  48 ,  d'où  il  suit  que  le  plus  grand 
quarré  contenu  dans  2237 ,  sera  celui  de  47  >  ^^  ^^s 
dixaines  de  la  racine.  Il  est  évident  que  pour  retrouver 
ces  dixaines,  il  faut  opérer  comme  sil'on  voulait  extraire 
la  racine  quarrée  de  2237  ;  mais  au  lieu  d'arriver  à  un 
résultat  exact ,  on  trouvera  un  reste  contenant  les  cen-« 
taines  formées  par  le  double  produit  des  47  dixaines 
multipliées  par  les  unités. 

Pour  effectuer  le  calcul,  on  dispose  l'opération  comme 
on  le  voit  ici  : 
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On  sépare  d'abord  ]çs  deux  derniers  chiffres  29,  et  pour 
extraire  la  racine  du  nombre  9237  restant  sur  la  gauche , 
on  sépare  encore  les  deux  derniers  chiffres  37  de  ce 
nombre  ;  de  cette  manière ,  le  nombre  proposé  est  par- 
tagé en  tranches  de  deux  chiffres ,  en  allant  de  droite  à 
gauche.  On  opère  sur  les  deux  premières  tranches  comme 
on  l'a  fait  d^ns  le  numéro  précédent  sur  le  nombre  2209, 
ce  qui  donne  les  deux  premiers  chiffres  4?  ^^  ^^  racine  ; 
mais  on  trouve  un  reste  28,  lequel,  joint  aux  deux  chif- 
fres 29  de  la  dernière  tranche ,  renferme  le  double  du 
produit  des  4?  dixaines  par  le>s  unités  ,  et  le  quarré  des 
unités.  On  sépare  le  chiffre  9,  qui  ne  peut  faire  partie  du 
double  produit  des  dixaines  par  les  unités  ,  et  on  divise 
289  par  94,  double  des  47  dixaines  ;  écrivant  le  quotient 
3  à  côté  de  94,  et  multipliant  943  par  3  ,  il  vient  2829  , 
nombre  précisément  é^al  au  dernier  reste ,  et  l'opération 
est  terminée. 

93.  Pour  montrer  comment  il  faut  opérer  sur  un 
nombre  quelconque  ,  je  vais  extraire  la  racine  de 
22391824.  Quelle  que  soit  cette  racine  ,  on  peut 
toujours  la  concevoir  décomiX)sée  en  dixaines  et  en 
unités ,  comme  dans  les  exemples  précédens.  Le  quarré 
des  dixaines  n'ayant  aucun  chiffre  signilicatif  d'un 
ordre  '  inférieur  aux  centaines  ,  les  deux  derniers 
chiffres  24  ne  pourront   y   entrer  5    on    les  st?parera 
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donc,  6t  la  question  sera  ramenée  d'abord  à  cher- 
cher le  plus  grand  quarré  contenu  dans  la  partie 
223918,  restante  à  gauche.  Cette  partie  étant  com- 
posée de  plus  de  deux  chiffres ,  il  en  faut  conclure 
que  le  nombre  ■  qui  exprime  les  dixaines  de  la  ra- 
cine cherchée ,  en  a  plus  d'un  ;  il  peut  donc  être  dé- 
composé à  son  tour  en  dixaines  et  en  unités.  Le 
quarré  de  ces  dixaines  n'entrant  point  dans  les  deux 
derniers  chiffres  iS  de  la  partie  2239183  c'est  dans 
les  chiffres  2239  restant  à  gauche  ,  qu'il  faudra  le  cher- 
cher ;  et  puisque  2239  ^  encore  plus  de  deux  chiffres , 
le  quarré  qu'il  doit  contenir  en  renfermera  au  moins 
deux  à  sa  racine  ;  le  nombre  qui  exprimé  les  dixaines 
que  l'on  cherche  ,  aura  donc  plus  d'un  chiffre  :  c'est 
donc  enfin  dans  22  qu'il  faudra  chercher  le  quarré  de 
celui  qui  représente  les  unités  de  l'ordre  le  plus  élevé 
de  la  racine  demandée.  Par  cette  suite  de  faisonne- 
mens ,  qu'on  peut  pousser  aussi  loin  qu'on  voudra ,  le 
nombre  proposé  se  trouvera  partagé  en  tranches  de 
deux  chiffres  en  allant  de  droite  à  gauche  ]  il  est  bon 
néanmoins  d'être  prévenu  que  la  dernière  tranche  à 
gauche  pourra  ne  contenir  qu'un  seul  chiffre. 

Le  nombre  proposé  étant  ainsi  partagé  en  tranches, 
et  disposé  Comme  On  le  voit  ici ,  on  opère  sur  les  trois 
premières  tranches  comme 
dans  l'exemple  du  numéro 
précédent  ;  et  lorsqu'on  a 
trouvé  les  trois  premiers 
chiffres  4/3,  à  côté  du  reste 
i89jOnabaisselaquatnème 
tranche  24,  et  on  considère 
le  nombre  18924  ,  comme 
contenantle  double  produit 
des  4/3  dixaines  trouvées 
par  les  unités  cherchées  ,  <^<^oo  o 
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plus  le  quarré  de  ces  unités.  On  sépare  le  dernier  chiffre 
4  ;  on  divise  ceux  qui  restent  à  gauche  par  946,  double 
de  473 ,  et  on  fait  ensuite  la  yériUcation  du  quotient  2  , 
comme  dans  les  opérations  précédentes. 

L'opération  se  termine  là  dans  cet  exemple  \  mais  il 
est  aisé  de  voir  que  s'il  y  avait  une  tranche  de  plus  ,  les 
quatre  chiffres  trouvés  /^'j'5q.  ,  exprimeraie"ntles  dixaines 
d'une  racine  dont  on  chercherait  les  unités,  et  que  par 
conséquent  il  faudrait  diviser  le  reste  qu'il  y  aurait 
alors ,  plus  le  premier  chiffre  de  la  tranche  suivante , 
par  le  double  de  ces  dixaines ,  et  ainsi  de  suite  pour 
chacune  des  tranches  à  abaisser  successivement. 

94.  S'il  arrivait  qu'après  avoir  abaissé  une  tranche , 
le  reste  ,  joint  au  premier  chiffre  de  cette  tranche  , 
ne  contînt  point  le  double  des  chiffres  trouvés,  il  fau- 
drait poser  o  à  la  racine  ;  car,  alors ,  la  racine  n'aurait 
point  d'unités  de  cet  ordre  :  on  abaisserait  ensuite  la 
tranche  suivante  pour  continuer  l'opération  comme  à 


l'ordinaire.    L'exemple  ci-        49)4^^)0,9 
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i4o3 


joint  est  relatif  à  ce  cas.  On  04,20,9 

n'a  point  écrit  les  quantités  o  00  o 

à  soustraire  ,  mais  on  a  effectué  les  soustractions  par 

la  pensée  ,  comme  dans  la  division. 

95.  Tous  les  nombres  ne  sont  pas  des  quarrés 
parfaits.  En  jetant  les  yeux  sur  la  table  de  la  page 
i35 ,  on  voit  qu'entre  les  quarrés  de  chacun  des 
neuf  premiers  nombres ,  il  existe  des  lacunes  com- 
prenant plusieurs  nombres  qui  n'ont  point  de  racine  ; 
45  ,  par  exemple ,  n'est  point  un  quarré ,  puisqu'il  tombe 
entre  36  et  49.  Il  arrivera  donc  le  plus  souvent  que  le 
nombre  dont  on  demandera  la  racine  quari'ée,  n'en  aura 
point  -,  mais  en  opérant  comme  s'il  en  avait  une  ,  le 
résultat  sera  la  racine  du  plus  grand  quarré  qu'il  contient. 
Si  l'on  cherche  ,  par  exemple,  la  racine  de  2276,  on 
trouvera  4/  »   et  il  restera   ^'j ,  ce  qui   montre  que 
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le  plus  grand  quarré  contenu  dans  2276,  est  celui  de 
^'j^  ou  2209. 

Comme  on  pourrait  craindre  ,  après  avoir  trouvé  la 
racine  du  plus  grand  quarré  contenu  dans  un  nombre  , 
d'avoir  mis  quelques  chiffres  trop  faibles  à  la  racine , 
voici  un  moyen  de  reconnaître  si  le  reste  est  trop  consi- 
dérable ,  et  si  la  racine  trouvée  est  trop  petite.  Le 
quarré  de  a  4"  ^  étant 

a«-f-  2aZ>  +  Z)% 

si  l'on  fait  i  =  i  ,  le  quarré  de  a  -f-  1  sera 

a*  -f-  2  a  -f-  1  , 

quantité  qui  diffère  de  a^,  quarré  de  a ,  du  double  de  a, 
plus  l'unité.  Donc  si  la  racine  trouvée  devait  être  aug- 
mentée de  V unité  ou  de  plus  que  l'unité ,  il  faudrait 
que  son  quarré  ,  retranché  du  nombre  proposé ,  laissât 
un  reste  au  moins  égal  à  deux  fois  cette  racine ,  plus 
l'unité.  Toutes  les  fois  que  cette  circonstance  n'aura 
pas  lieu ,  la  racine  extraite  sera  en  effet  celle  du  plus 
grand  quarré  contenu  dans  le  nombre  proposé. 

96.  Puisque  ,  pour  multiplier  une  fraction  par  une 
fraction  ,  il  faut  multiplier  les  numérateurs  entre  eux  et 
les  dénominateurs  entre  eux ,  il  est  évident  que  le  pro- 
duit d'une  fraction  par  elle-même  ,  ou  le  quarré  d'une 
fraction  est  égal  au  quarré  de  son  numérateur ,  divisé 
parle  quarré  de  son  dénominateur.  Il  suit  de  là  que 
pour  extraire  la  racine  quarrée  d'une  fraction ,  il  faut 
extraire  celle  de  son  numérateur  et  celle  de  son  déno- 

25        5 
mmateur.  Ainsi  la  racine  de  ^  est  ^^  parce   que  5 

est  la  racine  quarrée  de  25 ,  et  8  celle  de  64. 

C'est  une  chose  très  importante  à  remarquer ,  que 
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rion-éeulement  les  quarrés  des  fractions  proprement 
dites,  sont  toujours  des  fractions,  mais  que  tout  nombre 
fractionnaire  iiréductible  ,  étant  multiplié  par  lui- 
même ,  donnera  toujours  un  résultat  fractionnaire  aussi 
irréductible. 

97.  Cette  proposition  repose  sur  celle-ci  :  Tout 
nombre  premier  P ,  qui  divise  le  produit  A  B  Je  deux 
nombres  A  et  B  ,  divise  nécessairement  l'un  de  ces 
nombres. 

Je  suppose  qu'il  ne  divise  pas  -ff ,  etque  B  le  surpasse; 
en  désignant  par  q  le  quotient  entier  de  cette  division, 
et  par  B'  le  reste,  on  aura 

B=.qPJtB', 

d'où ,  en  multipliant  par  A ,  an  déduira 

ABz^qAP-^AB^ 

et  divisant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  P , 
on  obtiendra 

AB  j^  ^B' 

d'où  il  résulte  que  la  divisibilité  de  AB  par  P  entraîne 
celle  du  produit  AB'  parle  même  nombre.  Or  B'  étant 
le  reste  de  la  division  de  B  par  P ,  est  nécessairement 
moindre  queP:  ainsi,  ne  pouvant  pas  diviser  ^'parP,  on 
divisera  P  par  B\  on  aura  un  quotient  (jr' et  un  reste  B"\ 
puis  on  divisera  P  par  B\  on  aura  un  quotient^"  et  un 
reste  F" y  et  ainsi  de  suite,  puisque  P  est  un  nombre 
premier. 

Cela  posé,  on  aura  cette  suite  d'équations 

p  ■=,  q' B' ->t  B\    P  =  q"B"'{-B"',    etc.; 

multipliant  chaque  membre  par  A ,  on  obtiendra 

AP^qJB'^AB",    AP=q"AB"+AB'",  etc. 
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divisant  par  P,  il  viendra 

^=^9  -p-+-p->    -^  =  9    -p-4--p-,    etc., 

résultats  qui  font  voir  que  AB'  étant  divisible  par  P  , 
les  produits  ^Z»^,  AB"'j  etc. ,  doivent  l'être  aussi.  Mais 
les  restes  B\  B'\  E" ,  etc. ,  déviennent  de  plus  en  plus 
petits  ;  et  l'on  doit  tomber  enfin  sur  l'unité ,  car  les 
opérations  indiquées  ci -dessus  se  continuent  de  la 
même  manière  tant  que  ces  restes  surpassent  1,  puisque 
P  est  un  nombre  premier  ;  et  quand  on  est  parvenu  à 
l'unité  ,  on  a  le  produit  ^  X  1 ,  qui  doit  être  divisible 
par  P  :  donc  A ,  lui-même  ,  doit  être  divisible  par  P. 

Il  suit  de  là  que  si  le  nombre  premier  JP,  qu'on  sup- 
pose ne  pas  diviser  B ,  ne  divise  pas  non  plus  A,  il  ne 
divisera  point  le  produit  de  ces  nombres. 

(  Cette  démonstration  est ,  â  peu  près ,  extraite  de  la 
Théorie  des  nombres  de  M.  Legendre.  )  (*) 

98.  Maintenant,  lorsque  la  fraction  -  est  irréductible  , 

a 

il  n'y  a  aucun  nombre  premier  qui  puisse   diviser  à  la 

*■  -  ''  .  1 1    ...  I.  m 

{*)  Il  est  facile  de  voir  que  la  proposition  ci-dessus  s'e'tend  à  uu 
produit  couipose  d'autant  de  facteurs  que  l'on  voudra  ,  et  que  si  ces 
facteurs  sont  tous  des  nombres  premiers,  le  pioduit  ne  peut  être 
divise'  par  aucun  autre  nombre  premier,  ce  qui  prouve  que  la  dé- 
composition d'un  nondireen  facteurs  simples  (  ^/itA.  162)  ne  sau- 
rait s'efFccluer  que  d'une  seule  manière, 

Déplus,  un  nombre  compose  ne  pouvant  pas  diviser  un  autre 
nombre,  sans  que  celui-ci  ne  soit  divisible  successivement  par  chacun 
des  facteurs  simples  du  premier,  il  en  résulte  que  tout  nombre  com- 
posé qui  est  premier  avec  l'un  des  f;<clenrs  d'un  produit  ^B ,  ue 
divisera  ce  produit  qu'autant  qu'il  divisera  l'autre  facteur. 

Ceci  prouve  la  proposition  énoncée  dans  le  n»  5ç)  de  C  A  rit  luné" 

tique,  que  toute  fraction  dont  les  termes  sont  premiers  entre  eux,  est 

•      j     .-i  I  .   h        d  ^.^    .        ,       hc 

irréductible  :  car  soit  -  =  —  :  on  en  déduira  </  = — ,  et  si  «  et  i  sont 
a        c.  a 

premiers  entre  eux ,  il  faudra  ,  pour  que  d  soit  entier,  que  a  divise  c» 

ce  qui  suppose  t-  =  ou  ^  «  ,  et  d'où  il  résulte  <i  =;  ou  >  h. 

Elém,  d'Algèbre.  14^  édition.  10 
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fois  b  et  a;  or,  d'après  ce  qui  précède ,  tout  nombre 
premier  qui  ne  divise  pas  a ,  ne  peut  diviser  a^a , 
ou  a^  ;  tout  nombre  premier  qui  ne  divise  pas  h  ,  ne 
divise  pas  b  y,  h  ou  b^  :  les  nombres  a"  et  b"^  sont 
donc  alors  premiers  entre  eux  •   et   par  conséquent  le 

^a,  b     ,          .     ,        . 

quarré  —  de  la  fraction  - ,  étant  irréductible  ,  comme 

a^  CL 

cette  fraction ,  ne  saurait  être  un  nombre  entier. 

99.  Il  résulte  de  cette  dernière  proposition,  que  tous 
les  nombres  entiers ,  qui  ne  sont  point  des  quarrés  par- 
faits, n'ont  point  de  racine ,  non-seulement  en  nombres 
entiers,  mais  encore  en  nombres  fractionnaires .  Cepen- 
dant on  sent  qu'il  doit  exister  une  quantité  qui ,  multi- 
pliée par  elle-même ,  produise  un  nombre  quelconque  , 
2276 ,  par  exemple  ,  et  que  dans  ce  cas ,  cette  quantité 
est  comprise  entre  47  et  48  ;  car  ^j  y:,  ^j  ,  donne  un 
produit  moindre  que  ce  nombre  /^^  Y,  ^'^  en  donne 
un  plus  grand  •  et  en  partageant  l'intervalle  qui  se  trouve 
entre  ^j  et  48 ,  par  des  fractions ,  on  trouve  des  nombres 
qui ,  multipliés  par  eux-mêmes ,  donnent  des  produits 
plus  grands  que  le  quarré  de  /^j ,  moindres  que  celui  de 
48,  et  de  plus  en  plus  approchans  du  nombre  2276. 

L'extraction  de  la  racine  quarrée ,  appliquée  aux  nom- 
bres qui  ne  sont  pas  des  quarrés  parfaits  ,  donne  donc 
naissance  à  une  nouvelle  espèce  de  nombres  ,  de  même 
que  la  division  engendre  les  fractions  ;  mais  il  y  a  cette 
différence  entre  les  fractions  et  les  racines  des  nombres 
qui  ne  sont  pas  des  quarrés  parfaits  ,  qut  les  premières  , 
qui  se  composent  toujours  d'un  nombre  exact  de  parties 
de  l'unité ,  ont  avec  cette  unité  une  commune  mesure  , 
ou  un  rapport  exprimé  par  des  nombres  entiers ,  et  que 
les  secondes  n'en  ont  point. 

En  concevant  l'unité  partagée  en  cinq  parties  ,  par 
exemple ,  on  exprime  avec  neuf  de  ces  parties  le  quo- 
tient de  la  division  de  9  par  5,  ou  f  ;  k  étant  contenu 
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cinq  fois  dans  Tunité  et  neuf  fois  dans  f  ,  est  la  com- 
mune mesure  de  1* unité  et  de  la  fraction  f ,  et  le  rapport 
de  ces  quantités  est  celui  des  nombres  entiers  5  et  3. 

En  considérant  que  les  nombres  entiers ,  aussi  bien  que 
les  fractions  ,  ont  avec  l'unité  une  commune  mesure ,  on 
dit  que  ces  quantités  sont  commensurables  avec  l'unité,  ou 
simplement  commensurables;  et  parce  que  leurs  rapports ^ 
ou  raisons ,  avec  l'unité,  sont  exprimés  par  des  nombres 
entiers ,  on  désigne  aussi  les  nombres- entiers  et  les  frac- 
tions ,  sous  le  nom  commun  de  nombres  rationnels. 

Au  contraire  ,  la  racine  quarrée  d'un  nombre  qui 
n'est  pas  un  quarré  parfait ,  est  incommensurable  ou 
irrationnelle ,  parce  que ,  ne  pouvant  être  représentée 
par  aucune  fraction  ,  il  s'ensuit  qu'en  quelque  nombre 
de  parties  qu'on  suppose  l'unité  divisée  ,  aucune  ne  sera 
assez  petites  pour  mesurer  en  même  temps ,  d'une  ma- 
nière exacte  ,  cette  racine  et  l'unité. 

Pour  indiquer  en  général  une  racine  à  extraire  ,  soit 
qu  on  puisse  l'obtenir  exactement  ou  non  ,  on  se  sert  du 
signe    {/   qu'on  nouiine  radical  ç 

\/iS  est  la  même  chose  que  4, 

yQ  est  incommensurable  ou  irrationnelle. 

100,  Quoiqu'on  ne  puisse ,  par  aucun  nombre  entier 
ou  fractionnaire,  obtenir  une  expression  exacte  de  V^2, 
on  en  approche  cependant  d'aussi  près  qu'on  veut ,  en 
convertissant  ce  nombre  en  fraction  dont  le  dénomina- 
teur soit  un  quarré  \  et  la  racine  du  numérateur,  prise 
seulement  en  nombre  entier ,  donne  celle  du  nombre 
proposé  ,  exprimée  en  parties  de  l'espèce  marquée  par 
ïa  racine  quarrée  du  dénominateur. 

Si  l'on  convertit ,  par  exemple ,  le  nombre  2  en  sS^'"", 
on  aura  ~,  La  racine  de  5o  étant  7  en  nombre  entier  , 
et  celle  de  26  étant  exactement  5  ,  on  aura  | ,  ou  i  | 
pour  la  racine  de  2 ,  approchée  à  moins  d'un  ô^*"^. 

101.  Il  est  visibV  que  cette  opération ,  fondée  sur  ce 

10.. 
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qu'on  a  vu,  dane  le  numéro  ^6  ,  que  le  quarré  d'une 
fraction  était   exprimé  par  une  nouvelle  fraction  qui 
avait  pour  numérateur  le  quarré  du  numérateur  primi- 
tif, et  pour  dénominateur  le  quarré  du  dénominateur  - 
primitif ,  s'applique  à  quelqu'espèce  de  fraction  que  ce 
soit ,   et   plus  facilement  encore  aux  décimales  qu'à 
toutes  les  autres.    En  effet  ,  il  suit  de  son  principe , 
que  le  quarré  d'un  nombre  exprimé  en  dixièmes ,  doit 
l'être  en  centièmes  ,    que  celui  d'un  nombre  exprimé 
en   centièmes  ,    doit    l'être    en   dix  -  millièmes  ,     et 
ainsi  de  suite  ;  et  que  par  conséquent  le  nombre  des 
chiffres  décimaux  du  quarré  est  toujours  double  de 
celui  de  la  racine.  Cette  dernière  remarque  peut  en- 
core se  déduire  du  principe  de  la   multiplication  des 
nombres  décimaux ,  qui  veut  qu'un  produit  renferme 
autant  de  chiffres  décimaux  qu'il  y  en  a  tant  dans  l'un 
des  facteurs  que  dans  l'autre.  Dans  le  cas  actuel ,  le 
nombre  proposé  ,  considéré  comme  le  produit  de  sa 
racine  multipliée  par  elle-même ,  doit  avoir  deux  fois 
autant  de  chiffres  décimaux  que  cette  racine. 

Ce  qui  précède  étant  bien  compris ,  il  est  aisé  d'en 
conclure  que  si  l'on  veut  obtenir  la  racine  quarrée  de 
227 ,  par  exemple  ,  à  moins  d'un  centième  près  ,  il  faut 
réduire  ce  nombre  en  dix-millièmes ,  c'est-à-dire ,  ajou- 
ter quatre  zéros  à  sa  suite  ,  ce  qui  donnera  2270000 
dix-millièmes  ,  dont  on  extraira  la  racine  comme  d'un 
pareil  nombre  d'unités  ;  mais  pour  marquer  que  le 
résultat  doit  être  des  centièmes,  on  séparera,  par  une 
viri^ule,  les  deux  derniers  chiffres  sur  la  droite.  On 
trouvera  ainsi ,  que  la  racine  de  227 ,  à  moins  d'un  cen- 
tième près,  est  i5,o6  ;  voici  l'opération  : 


2,27,00,00 

i5oB 

12,7 

26 

2  00  00 

3oo6 

19  ^^ 
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Si  le  nombre  proposé  contenait  déjà  des  décimales, 
il  faudrait  en  rendre  le  nombre  pair ,  ainsi  que  l'exige 
l'extraction.  Pour  extraire,  par,exemple  ,  la  racine  de 
5i,7  ,  on  mettrait  un  zéro  à  la  suite  de  ce  nombre  , 
pour  qu'il  eût  au  moins  des  centièmes,  et  on  extrairait 
ensuite  la  racine  de  5 1,70.  Si  Ton  voulait  avoir  une  dé- 
cimale de  plus,  on  mettrait  deux  zéros  de  plus  à  la 
suite  de  ce  nombre ,  ce  qui  ferait  61,7000 ,  et  l'on  trou- 
verait 7,19  pour  sa  racine. 

Ceux  qui  voudront  s'exercer ,  pourront  chercher  les 
racines  quarrées  des  nombres  a  et  3  ,  avec  sept  chiffres 
décimaux ,  ce  qui  exigera  qu'ils  mettent  quatorze  zéros 
à  la  suite  de  ces  nombres,  et  ils  devront  trouver  pour 
résultat 

V^â=i,4i4ai36,       v/3=:i,73ao5o8. 

10a.  Lorsqu'on  a  trouvé  plus  de  la  moitié  des  chiffres 
qu'on  veut  avoir  à  la  racine ,  on  peut  obtenir  le  reste 
par  la  seule  division.  Soit  pour  exemple  33976  •  la  ra- 
cine quarrée  de  ce  nombre  est  181 ,  avec  un  reste  ai 5  ; 
en  divisant  ce  reste  2x5  par  oGa  ,  double  de  181  ,  et 
poussant  le  quotient  jusqu'à  deux  décimales,  on  aura 
0,69  ,  qu'il  faudra  ajouter  avec  181 ,  et  il  en  résultera 
181,69  pour  la  racine  de  32976 ,  exacte  à  moins  d'un 
centième  près. 

Pour  prouver  la  légitimité  de  ce  procédé  ,  je  désigne 
par  N  le  nombre  proposé  ,  par  a  la  racine  du  plus  grand 
quarré  contenu  dans  ce  nombre ,  et  par  b  ce  qu'il  faut 
ajouter  à  cette  racine  pour  avoir  la  racine  exacte  du 
nombre  proposé  ;  on  aura  ,  d'après  ces  dénominations? , 

d'où  N'-d'^iLab-^b'\ 

et  divisant  par  2.a  ,  on  trouvera 

N  —  a"       j    ,      b^ 
'2a  2a 

Ce  résultat  fait  voir  que  le  premier  membre  pourra 
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ètve  pris  pour  la  valeur  de  b  ,  toutes  les  fois  que  la  quan-^ 

tité  —  sera  plus  petite  que  l'unité  de  l'ordre  le  moins 

élevé  qui  se  trouve  dans  b.  Mais  le  quarré  d'un  nombre 
ne  pouvant  avoir  au  plus  que  deux  fois  autant  de  chif- 
fres que  ce  nombre ,  il  s  ensuit  que  si  le  nombre  de 
chiffres  de  a  surpasse  le  double  de  ceux  de  è,  la  quan- 
tité —  sera  alors  une  fraction. 

Dans  l'exemple  précédent,  fl=  181  unités  ou  i8icx) 
centièmes ,  et  a  par  conséquent  un  chiffre  de  plus  que  le 

quarré  de  69  centièmes  ;  aussi  la  fraction  —  devient 

alors  -i-;—-  et  se  trouve  beaucoup  au-dessous  d*une 
unité  de  la  seconde  partie  69 ,  ou  d'un  centième  d'unité 
de  la  première-. 

io3.  Ceci  conduit  à  une  méthode  pour  appro- 
cher de  la  racine  quarrée  d'un  nombre  par  des  fractions 
ordinaires  ,  en  continuant  indéfmiment  le  procédé  de 
l'extraction  des  racines.  En  effet,  a  étant  la  racine  du 
plus  grand  quarré  contenu  dans  N  ,best  nécessairement 

une  fraction ,  et  la  quantité  —  étant   alors  beaucoup 

plus  petite  que  b,  peut  se  négliger. 

Soit ,  pour  exemple ,  à  extraire  la  racine  quarrée  de  s  -, 
le  plus  grand  quarré  contenu  dans  ce  nombre  étant  i  , 
après  l'en  avoir  retranché  ,  il  reste  1.  Divisant  ce  reste 
par  le  double  de  la  racine  ,  on  trouve  ^  ;  prenant  ce  quo- 
tient pour  la  quantité  b  ,  il  vient,  pour  une  première 
approximation  de  la  racine,  1  -j-  ^,  ouf-  Elevant  cette 
racine  au  quarré ,  on  trouve  | ,  qui ,  retranchés  de  2 
oux,  donneront  pour  reste  —^.  Dans  ce  cas  ,  la  formule 

2  a  '^  2a 
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devient 

En  prenant  —  -j^  pour  b ,  il  viendra  pour  la  seconde 
approximation  |  —  -n  =  H  j  quarrant  —  ,  Qn  trou- 
vera '{f ,  quantité  qui  surpasse  encore  a  ou  yu-  S^^" 
stituant  7^'    à  la  place  de  a ,  il  en  résultera 


ce  qui  donneara 


b^ 


12X34  4û3  * 

la  troisième  approximation  aéra  donc 

17  I       _  17x54--^  _,  577 

la       12X34"^       4o3  .  4oB* 

ïl  est  facile  de  continuer  cette  opération  aussi  loin  qu'on 
voudra.  Je  donnerai  dans  le  Complément  de  ce  Traité, 
d'autres  formules  plus  commodes  pour  exti'aire  les  ra- 
cines en  général. 

104.  Pour  approcher  de  la  racine  quarrée  d'une  frac- 
tion, ridée  qui  s'offre  d'abord  est  d'extraire  par  approxi- 
mation la  racine  quarrée  du  numérateur  et  celle  du  déno- 
minateur; mais  en  y  réfléchissant  un  peu,  on  s'apercevra 
bientôt  qu'on  peut  éviter  l'une  de  ces  opérations ,  en  fai- 
sant en  sorte  que  le  dénominateur  soit  un  quarré  parfait , 
ce  qui  ne  tient  qu'à  multiplier  parce  dénominateur,  les 
deux  termes  de  la  fraction  proposée.  Si  l'on  avait,  par 
exemple ,  à  extraire  la  racine  quarrée  de  1,  on  changerait 
cette  fraction  en 

3X7_.Qi 

7X7       49' 
en  multipliant  ses  deux  termes  par  1©  dénominateur  7. 
La  racine  du  numérateur  do  cette  dernière  fraction,  étant 
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prise  en  nombre   entier ,  donne  f  pour  celle  de  ^ ,  et  ce 
résultat  est  approché  à  moins  de  j. 

Pour  obtenir  un  plus  haut  degré  d'exactitude,  il  fau- 
drait convertir,  au  moins  par  approximation,la  fraction  ■} 
en  une  autre  dont  le  dénominateur  fût  le  quarré  d'un 
nombre  plus  grand  que  7,  On  aurait,  par  exemple,  à 
moins  de -j^  près,  la  racine  demandée,  sil'on  convertissait 
f  en  226'''"^^,  puisque  226  est  le  quarré  de  i5  ;  il  vien- 
drait ainsi  ^^  de  226^'""  ou  ^ ,  à  moins  de  ^7  ;  la  ra- 
cine de  ^Ys  est  entre  -j^  et  jf ,  mais  plus  près  de  la  se- 
conde fraction  que  de  la  première ,  parce  que  96  est 
plus  près  de  100  que  de  81  :  on  aurait  donc  77  o^  f 
pour  la  racine  de  |  à  moins  de  jj  P^'ès. 

Si  l'on  voulait  employer  les  décimales  pour  extraire 
la  racine  approchée  du  numérateur  de  la  fraction  f| ,  on 
trouverait  4,583  pour  la  racine  approchée  du  numéra- 
teur 2 1  ,  et  on  diviserait  ce  résultat  par  la  racine  du 
nouveau  dénominateur.  En  poussant  le  quotient  jusqu'à 
trois  décimales,  on  aurait  o,655. 

io5.  Actuellement  on  est  en  état  de  résoudre  toutes 
les  équations  dans  lesquelles  il  n'entre  que  la  seconde 
puissance  de  l'inconnue ,  combinée  avec  des  quantités 
connues. 

Il  suffit  pour  cela  de  réunir  dan>s  un  seul  membre  tous 
les  termes  affectés  de  cette  puissance,  puis  de  la  dégager 
de  ses  multiplicateurs,  par  la. règle  dun°  11  :  on  obtient 
la  valeur  de  r inconnue,  en  extrayant  la  racine  quarrée 
de  l'autre  membre. 

Soit  pour  exemple  l'équation 

En  faisant  disparaître  les  diviseurs ,  on  trouve  d'abord   • 
i5^=— 168=84— 14^'. 
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ms  le  premier  membra  le  tei 
le  terme  168  ,  il  viendra 

i5^^4-i4x^=:84-f  168, 


Transposant  dans  le  premier  membra  le  terme  14  ^%  et 
dans  le  second  le  terme  168  ,  il  viendra 


ou  29  x''^  262, 

et  ^   Tf  y 

Il  fautbienremarquer  quepour  indiquer  laracine  de  la 
fraction  ^^  j'ai  fait  descendre  le  signe  i^  au-dessous  de 
la  barre  qui  sépare  le  numérateur  du  dénominateur.  Si  j'a- 

,   ,    .   1/262  .  .  ,, 

vais  écrit -^^ ,  cette  expression  aurait  marque  le  quo- 
tient que  donne  laracine  quarrée  du  nombre  262 ,  quand 
on  la  divise  par  29 ,  résultat  différent  du  premier,  dans 
lequel  la  division  doit  être  effectuée  avant  l'extraction  de 
la  racine. 

Soit  encore  l'équation  littérale 

en  opérant  comme  sur  la  précédente ,  on  aura  successi- 
vement 

ao(f  —  cj(f  =  (P  —  b'^y 


-=l/^' 


Je  ferai  observer  à  cette  occasion,  que  lorsqu'on  veut 
indiquer  la  racine  quarrée  d'une  quantité  complexe  ,  il 
faut  prolonger  la  barre  supérieure  du  radical  sur  toute  la 
quantité. 

La  racine  de  la  quantité  4  ci'b — 2  6^-|-  c%  s'écrirait 
ainsi, 

\/4a^b-'  2b^-\-  J, 
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ou  bien  encore . 

en  substituante  labarre  supérieure  du  radical  une  paren- 
thèse renfermant  toutes  les  parties  de  la  quantité  dont 
il  faut  extraire  la  racine  ;  et  cette  dernière  expression 
peut  quelquefois  paraître  préférable  à  l'autre  (  35  ). 

En  général,  toute  équation  du  second  degré  de  l'es^ 
pèce  que  je  considère  ici,  pourra,  par  la  transposition 
de  ©es  termes,  être  ramenée  à  la  forme 

paf 

p 

"désignant  le  coefficient  quelconque  de  x*  ;  et  on  en 

tirera,  ..   , 

^  -  p 


=1/ 


11^ 


loÇ.  Par  rapport  aux  nombres  absolus,  cette  solution 
est  complète,  puisqu'elle  ramène  à  pratiquer  sur  le  nom- 
bre ,  soit  entier ,  soit  fractionnaire ,  que  représente  la 

quantité  ~  ,   une  opération  arithmétique  conduisarit 

toujours  à  un  résultat  soit  exact,  soit  approchant  du  vrai 
d'aussi  près  qu'on  voudra  ;  maia  en  ayant  égard  aux 
signes  dont  les  quantités  peuvent  être  affectées ,  l'ex- 
traction de  la  racine  quarrée  laisse  une  ambiguïté  d'a- 
près laquelle  toute  équation  du  second  degré  est  suscep- 
tible de  deux  solutions ,  tandis  que  oeJles  du  premier 
degré  n'en  ont  qu'une. 

En  effet,  dans  l'équation  générale  a?*  =35,  la  va- 
leur de  X  étant  la  quantité  qui,  élevée-au  quarré,  produit 
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26 ,  die  pourra ,  si  l'on  oonsîdère  les  (joantît^  ^gébri- 
quement ,  être  affectée  indifféremment  du  signe  -f  ou 
du  signe  —  ;  car,  soit  qu'on  la  désigne  par  -f  5  ou 
par  —  5  ,  on  aura  également  pour  son  quarré , 

'^*^5x-f 5=:-f-25  ou— 5X  — 5i=4-2^5: 

on  peut  donc  prendre 

ic  =  4-  5, 

Par  la  même  raiso»,  pour  l'équation  générale 

Cl  Cl 

on  aura  indifféremment 

ou  

On  comprend  ces  deux  expr^sions  dans  la  sui- 
vante :  

où  le  double  signe  ±:  indique  qu'on  peut  affecter  alter- 
nativement du  signe  -|-  ou  du  signe  — ,  la  valeur  numé- 
rique de 

D'après  ce  qu'on  vient  de  remarquer ,  c'est  une  règle 
générale ,  qu*t/  faut  donner  à  la  racine  quarrée  d'une 
quantité  quelconque  le  double  signe  rh. 
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On  pourrait,  d'après  cette  règle,  demander  pour- 
quoi, X  étant  la  racine  quarrée  de  or'jOn  n'affecte  pas  aussi 
X  du  double  signe  ±:  ?  On  répondra  d'abord,  avec 
M.  Develey  (  Algèbre  d'Emile ,  T.  II.  )  ,  que  la  ^ettre 
00  ayant  été  posée  simplement  sans  signe  (  c'est-à-dire 
avec  le  signe  -f  )  ,  comme  le  symbole  de  l'inconnue  , 
c'est  dans  cet  état  qu'il  en  faut  déterminer  la  valeur,  et 
que  lorsqu'on  cherche  un  nombre  x  dont  le  quarré  soit 
h,  par  exemple,  il  n'y  a  que  ces  deux  solutions  possibles: 
^  =  +  yi',  x= —  yb.  Ensuite,  quand  même,  en 
résolvant  l'équation  x^=ib,  on  écrirait  dt  x=±i  \/b , 
et  qu'on  arrangerait  ces  signes  de  toutes  les  manières 
possibles ,  savoir  : 

on  n'obtiendrait  rien  de  plus,  puisqu'en  changeant  le  signe 
des  membres  de  la  seconde  équation  de  chaque  ligne 
(67),  on  retomberait  sur  la  première. 

107.  11  suit  encore  de  la  considération  des  signe*,  que 
si  le  second  membre  de  l'équation  générale 

P 
était  un  nombre  négatif,  l'équation  serait  absurde, 
puisque  le  quarré  d'une  quantité  affectée ,  soit  du  signe 
+  ,  soit  du  signe  — ,  étant  toujours  affecté  du  signe  -+-, 
on  ne  peut  trouver,  ni  dans  l'ordre  des  quantités  posi- 
tives ,  ni  dans  celui  des  quantités  négatives ,  aucune 
quantité  dont  le  quarré  soit  négatif. 

C'est  cette  circonstance  qu'on  exprime  lorsqu'on  dit 
que  la  racine  d'une  quantité  négative  est  imaginaire. 

Si  l'on  parvenait  à  l'équation  ^ 

.       0,"  4.  25  =  q, 
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on  en  tirerait 

x^  ==  9  —  iï5  , 

ou 

x^=:    —16; 

or  il  n'y  a  aucun  nombre  qui,  multiplié  par  lui-même, 
puisse  produire —  16.  Ilest  bien  vrai  que  — 4  niultiplié 
par  -\-/i  donne  — 16;  mais  ces  deux  quantités,  ayant  un 
signe  différent,  ne  peuvent  être  considérées  comme  égales, 
et  leur  produit  n'est  par  conséquent  pas  un  quarré.  On 
verra  plus  bas  de  nouveaux  éclaircissemens  sur  cette  espèce 
de  conti-adiction ,  qu'il  faut  bien  distinguer  de  celle  du 
n°58,  qu'un  simple  changement  dans  le  signe  de  l'in- 
connue a  fait  disparaître  -,  ici  c'est  le  signe  du  quarré  x* 
qu'il  faudrait  changer. 

108.  Pour  être  complète ,  une  équation  du  second  de- 
gré à  une  seule  inconnue  doit  contenir  trois  sortes  de 
termes,  savoir  :  des  termes  affectés  du  quarré  de  l'in- 
connue, d'autres  affectés  de  l'inconnue  au  premier  degré , 
d'autres  enfin  tout  connus  ;  telles  sont  les  équations 

X* 4x=zl2,  4^ ^X^'zrz^. 2X.     ^ 

La  première  est,  à  quelques  égards ,  plus  simple  que  la 
seconde,  parce  qu'elle  ne  renferme  que  trois  termes  , 
que  le  quarré  de  xy  est  pris  positivement,  et  n'a  pour 
coefiicient  que  l'unité.  C'est  sous  cette  dernière  forme 
qu'on  met  toujours  les  équations  du  second  degré  avant 
de  les  résoudre  ;  en  sorte  qu'elles  peuvent  être  représen- 
tées alors  par  la  formule 

x^  -j-pxz=zq^ 

p  et  q  désignant  des  quantités  connues,  soit  positives, 
Foit  négatives. 

Il  est  visible  qu'on  amènera  toute  équation  du  second 
degré  à  cet  état,  i"".  en  passant  dans  un  seul  membre 
tous  les  ternies  affectés  de  x  (10)  ;  3°.  en  changeant  le 
signe  de  chaque  terme  de  l'équation  pour  rendre  positif 
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celui  de  as*,  ^i\  était  d'abord  négatif  (67)  *  3°.  en  divisant 
tous  les  termes  de  l'équation  par  le  multiplicateur  de  cr*, 
si  ce  quarré  en  a  un  (u),  ou  en  multipliant  par  son  divi^ 
seur,  s'il  est  divisé  (12). 

En  appliquant  ceci  à  l'équation 

elle  devient,  lorsqu'on  passe  dans  le  premier  membre 
les  termes  affectés  de  x  , 

lorsqu'on  change  les  signes , 

lorsqu'on  multiplie  par  le  diviseur  5  , 

3  :r*  — 5o  x=:  —  Î20  ; 
f  t  lorsqu'on  divise  par  le  multiplicateur  3 , 

En  comparant  cette  équation  avec  la  formule  générale 

on  aurait  pour  ce  cas  particulier  .  • 

p=:— 10,  (7=  —  ^, 

109.  Pour  parvenir  à  la  solution  des  équations  ainsi 
préparées ,  il  faut  se  rappeler  la  remarque  faite  dans 
le  n°34,  que  le  quarré  d'une  quantité  composée  dé 
deux  termes ,  contient  toujours  le  quaiTé  du  premier 
terme ,  le  double  du  premier  terme  multiplié  par  le  se- 
cond ,  et  le  quarré  du  second;  et  que  par  conséquent  le 
premier  membre  de  l'équation 

x^  -|-  9  a  a;  -f-  a""  =  ^  , 
dans  laquelle  a  et  &  sont  des  quantités  connues  ,  est  un 
quarré  parfait ,  celui  de  x-^a,  d'où  il  insulte 
{x-j-a)ix+a)  —  b 
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Prenant  alors  la  racine  quarrée  du  premier  nuembre  ,  e4 
indiquant  celk  du  second,  on  aura 

équation  qui  n'est  plus  que  du  premier  degré,  par  rap- 
port à  l'inconnue  x  ,  et  donne  ,  en  transposant , 

Une  équation  du  second  degré  serait  donc  facilement  ré-- 
solue  si  elle  était  ramenée  à  la  forme 

c  est-à-dire  si  son  premier  membre  était  un  quarré. 

Mais  le  premier  membre  de  l'équation  générale 

x^  -{'pxt=:q, 

renferme  déjà  deux  termes  que  l'on  peut  regarder  comme 
faisant  partie  du  quarré  d'un  binôme ,  savoir  :  x^  qui  sera 
le  quarré  du  premier  terme  x^  etporqui  sera  le  double 
du  premier  multiplié  par  le  second ,  lequel  ne  peut  être 
par  conséquent  que  la  moitié  dep,  ou-^p!  Pour  ache- 
ver le  quarré  du  binôme  x-^-^p,  il  faudrait  encore  le 
quarré  du  second  terme  |p;  mais  ce  quarré  peut  être 
formé ,  puisque  p  et  |  p  sont  des  quantités  connues  ,  et 
peut  ensuite  être  ajouté  au  premier  membre ,  pourvu 
qu'on  l'ajoute  en  même  temps  au  second ,  afin  de  con- 
server l'égalité  ;  et  ce  dernier  membre  demeurera  encore 
tout  connu. 

Le  quarré  de  ^  p  étant  \  p^ ,  son  addition  aux   deux 
membres  de  l'équation  proposée  , 

x^-i-px  —  q, 
la  change  en 

aî=^-|-pa;  +  ^p^  =  (7  +  iP%      a,.,.     ,.    . 

résultat  dontle  premier  membre  est  le  quarré  de  a:  -f-  Ip; 
prenant  donc  la  racine  des  deux  membres,  j'ai 
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et  transposant ,   il  vient 

d'où  je  tire  successivement 

et  0:=— ip— v/^  +  ;p^ 

J'ai  donné  le  signe  -f-  su  second  terme  ~  p  de  la  ra- 
cine du  premier  membre  de  l'équation  proposée ,  à  cause 
que  le  second  terme  de  ce  membre  était  positif;  il  faut 
y  mettre  le  signe  —  dans  le  cas  contraire ,  parce  que  le 
quarré  x^  —  Q.ax  -j-a°-  répond  au  binôme  x  —  a. 

La  résolution  d'une  équation  quelconque  du  second  de- 
gré, s'obtiendra  en  rapportant  cette  équation  àla  formule 
générale 

x''  '\-px  =  q'y 

ou  bien  en  appliquant  immédiatement  à  l'équation  pro- 
posée ,  l'opération  que  l'on  a  faite  sur  cette  formule , 
et  qui  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Rendre  le  premier  membre  de  T équation  proposée  un 
quarré  parfait  ^en  y  ajoutant^  ainsi  qu  au  second,  lequarré 
de  la  moitié  de  la  quantité  donnée  qui  multiplie  la  pre- 
mière puissance  de  l'inconnue;  égaler  ensuite  les  racines 
quanées  de  chaque  membre ,  en  observant  que  celle  du 
premier  est  composée  de  V inconnue  et  de  la  moitié  de  la 
quantité  donnée ,  qui  la  multiplie  dans  le  second  terme , 
prise  avec  le  sis:ne  de  cette  quantité ,  et  que  la  racine 
du  second  menibre  doit  être  précédée  du  signe  dz,  et 
indiquée  par  le  signe  ]/,  si  elle  ne  peut,  s'obtenir  immé- 
diatement. 

En  voici  des  exemples. 

1 10.  Trouver  un  nombre  tel,  qucn  l'ajoutant  j  fois 
à  spn  quarré,  le  somme  soit  44^ 
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X  désignant  le  nombre  cherché ,  l'équation  sera  évi- 
demment 

Pour  la  résoudre,  je  prends  ^ ,  moitié  du  coefficient  7 
qui  multiplie  a:,  et  l'élevant  au  quarré ,  j'ai  la  quantité  ~ 
que  j'ajoute  à  chaque  membre ,  ainsi  qu'il  suit: 

a:»+7x  +  ^  =  44  +  f; 

et  en  réduisant  le  second  membre  en  une  seule  fraction^, 
il  vient 

.»+7:c  +  Ç  =  2^. 
La  racine  du  premier  membre  est,  suivant  la  règle  ci- 


7  l 'î 

dessus,  X  -f  ^ ,  et  on  trouve  pour  celle  du  second  —  ; 


3-°" 


a 

donc  l't 

jquation 

X 

4-Z  =  ^ 

i5 

2' 

de 

laquell 

e  on  tire 

X 

.=_z± 

2 

i5 
2  ' 

011 

i 

.=- 

2          2 

_8_ 

"2" 

=  4> 

2 

2 

22 
2  ~ 

=— 

11. 

La  première  valeur  de   x  résout  la  question  dans  le 
sens  de  son  énoncé ,  puisqu'on  a ,  par  cette  valeur, 

0:^  =  16 
7  a;  =  28 


somme 44, 

Eiém.  d'Algèbre.  14^  éàition.  u 
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Quanta  la  seconde,  comme  eile  est  affectée  du  signe — , 
le  terme  7  x,  devenant 

7X  —  ii==  — 77, 
doit  être  retranché  de  x^;  en  sorte  que  l'énoncé  de  la 
question  résolue  par  le  nombre  1 1 ,  est  celui-ci  : 

Trouver  un  nombre  tel,  qucn  retranchant  7  fois  ce 
nombre  de  son  quarré,  il  reste  44- 

La  valeur  négative  modifie  donc  ici  la  question  d'une 
manière  analogue  à  ce  qu'on  a  vu  pour  les  équations  du 
premier  degré. 

Si  l'on  mettait  l'énoncé  ci-dessus  en  équation,  on  ob- 
tiendrait 

x^—yx=:44, 
et  en  la  résolvant ,  il  viendrait 

,  4,9      naS  . 

'2  2 

9,9.   

3 

r=.-i--  =.--  =  -/. 

2  2  2 

La  valeur  négative  de  x  est  devenue  positive  ,  parce 
qu'elle  satisfait  littéralement  au  nouvel  énoncé,  et  la  va- 
leur positive,  qui  n'y  satisfait  pas  de  môme,  est  devenue 
négative. 

On  voit  par  là  que  ,  dans  le  second  degré,  l'Algèbre 
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réunit  dans   la  même   formule  deux  questions  qui  ont 
entre   elles  une  certaine  analogie. 

111.  Quelquefois  les  énoncés  qui  mènent  à  des  équa- 
tions du  second  degré  sont  susceptibles  de  deux  solutions; 
le  suivant  est  dans  ce  cas. 

Trouver  un  nombre  tel,  que  si  Von  ajoute  i5  à  son 
quairé,  la  somme  soit  égale  à  S  fois  ce  nombre. 

Soit  X  le  nombre  cherché;  l'équation  du  problème  sera 

x^  -{-i5~Sx. 

En  mettant  cette  équation  sous  la  forme  prescrite 
Jï°  1 08  ,  on  aura 

x'^__8.x  — —  i5, 
a:-  — 8x4-i6  =  -~i5+  iG, 
x^  — 8a:-f-l6r=i, 
S  x— 4=:±:i, 

x=:4±:i, 
ou  a:  =  5, 

X-=:Ô.         ^ 

Il  y  a  donc  deux  nombres  difFérens  5  et  3,  qui  jouissent 
de  la  propriété  comprise  dans  l'énoncé, 

112.  Quelquefois  aussi  on  rencontre  des  énoncés  qui 
ne  peuvent  être  résolus  d'aucune  manière  dans  leur  sens 
précis,  et  qui  doivent  être  modifiés  ;  ce  cas  est  celui  où  les 
deux  racines  de  l'équation  sont  négatives  ,  comme  celles 
de  la  suivante  : 

x^ -f- 5  a: -j- 6  =  2. 
Cette  équation,  qui  exprime  que  le  quarré  du  nombre  cher- 
ché, augmenté  de  S  fois  ce  nombre,  et  encore  de  Q  ^  doit 
donner  une  somme  égale  à  2  ,  ne  peut  évidemment  être 
vérifiée  par  addition,  comme  elle  est  posée,  puisque  déjà 

11.. 
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6  surpasse  2;  et  en  effet,   si   on  la  résout,    on  trouve 
siiccessivement 


X- 


-f  5x  =  -4, 


^  +  ô~  — -» 

2  2 

5     ,    3 

9,       2  * 

2       2  ~"       "*' 

Les  signes  —  dont  sont  affectés  les  nombres  1  et  4 , 
font  voir  que  le  ternie  5  x  doit  être  retranché  des  autres, 
ou  que  l'énoncé  doit,  pour  les  deux  valeurs,  être  rédigé 
ainsi  : 

Trouver  un  nombre  tel ,  que  si  on  le  retranche  o  fois  de 
sonquarré,  et  quon  ajoute  6  ou  reste  y  on  oit  2  pour 
résultat. 

Cet  énoncé  fournit  l'équation 

x*  —  5  X'  -j-  6  =  2  , 

qui  donne  pour  x  les  deux  valeurs  positives  1  et  ^. 

11 3.  Soit  encore  ce  problème  : 

Partager  un  nombre  p  en  deux  parties  dont  le  produit 
soit  égal  à   q. 

En  désignant  une  de  ces  parties  par  a? ,  l'autre  sera  ex- 
primée par  p  —  X,  et  leur  produit  sera  px — x*;  on  aura 
donc  l'équation 

p  X  —  x^^=zq , 

ou,  en  changeant  les  signes, 

x^  —  p  X  =  —  q  : 
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résolvant  cette  dernière ,   on  trouvera 

Si ,  pour  particulariser  la  question  ,  on  faisait 

P==lO,    (7=21, 

on  aurait 

x  =  S±:  /aô  — 21, 

ou  07  ==:  5  ±1  2  , 

Xt=7, 

X  =  3 , 

c'est-à-dire  que  l'une  des  parties  serait  7,  et  l'autre  serait 
par  conséquent  10  — 7  ou  3. 

Si  l'on  prenait  au  contraire  3  pour  a:,  l'autre  partie  serait 
10 — 3 ou  7;  en  sorte  queparrapportàl'énoncé  actuel,  la 
question  n'a,  à  proprement  parler,  qu'une  solution,  puis- 
que la  seconde  n'est  qu'un  changement  d'ordre  entre 
iCS  parties. 

L'inspection  attentive  de  la  valeur  de  x  fait  voir  que  dans 
la  question  dont  il  s'agit,  on  ne  peut  pas  prendre  tout-à- 
fait  arbitrairement  les  nombres  p  et  q  ;  car  si  £7  surpassait 

'-y ,  ou  le  quarre  de  -  p ,  la  quantité  '— ; q  serait  néga- 
tive ,  et  on  retomberait  sur  le  caractère  d'absurdité  re- 
marqué dans  le  n°  107. 

Si  l'on  prenait,  par  exemple, 

p  =;  1  o  et  <7  :=  3o , 
il  viendrait 

x=r=5±:  ^"25  — 3o=:5±:V/=^; 

le  problème  serait  donc  impossible  avec  ces  données. 
114.  L'absurdité  des  questions  qui  conduisent  à  des 
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racines  imaginaires  ne  se  manifeste  que  par  la  conclu- 
sion ,  et  l'on  doit  désirer  de  connaître  par  des  caractères 
tenant  de  plus  près  à  l'énoncé ,  en  quoi  consiste  l'absur- 
diitédu  problème_,de  laquelle  résulte  celle  de  la  solution; 
c'est  ce  que  fera  voir  d'une  manière  précise  la  considéra- 
tion suivante. 

Soit  d  la  différence  des  deux  parties  du  nombre  pro- 
posé -,  la  plus  grande  sera--|--,  la  plus  petite- (5)  ; 

or  il  est  bien  prouvé  (23  ,  3o  et  34)  que 

K^'^Q.J  Va    ^y    '4     4  • 

donc  le  produit  des  deux  parties  du  nombre  proposé , 

quelles  qu'elles  soient,  est  toujours  moindre  que  ^, ou 

4 
quelequarrédelamoitié  de  leur  somme,  tant  que  d  n'est 
pas  nul  \  et  quand  cette  circonstance  a  lieu,  chacune 

de  ces  deux  parties  étant  égale  à-,  leur  produit  n'est 

que  ^.  Il  est  donc  absurde  de  demander  qu'il  soit  plus 

4 
grand;  et  c'est  avec  raison  que  l'Algèbre,  répondant  alors 
d'une  manière  contradictoire  aux  principes ,  prouve  par 
là  que  ce  qu'on  cherche  n'existe  pas. 

Ce  qu'on  vient  de  montrer  sur  l'équation 

x^  —  px=  —  q  ^ 

fournie  par  la  question  précédente ,  convient  à  toutes 

celles  ,du  second  degré  où  q  est  négatif  dans  le  second 

membre  ,  les  seules  dans  lesquelles  on  puisse  rencontrer 

p» 
des  racines  imaginaires  ,   puisque  le  terme  —  placé 

SOUS  le  radical,  conserve  toujours  le  signe  -f-  quel  que 
soit  celui  de  p.  En  effet ,  quand  on  aurait  l'équation 
ji:'-  -f-  p  ,r  =r  —  q^       ou       x^  -)-  /'  ^  "h  7=  ^  j 
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on  verrait  d'abord  qu'elle  ne  saurait  admettre  aucune  solu- 
tion positive ,  puisque  son  premier  membre  ne  renferme 
que  des  termes  additifs;  et  pour  savoir  si  l'inconnue  x 
pourrait  être  négative,  il  suffirait  de  changer  a:  en  —  y. 
L'inconnuej'  aurait  alors  des  valeurs  positives  qui  seraient 
données  par  l'équation 

y  — PJ'4-^  =  o,        ou      y  — pjr=  —  (7, 

précisément  la  même  que  celle  du  numéro  précédent  ; 
or  les  valeurs  de  x  ne  pouvant  être  réelles  que  lorsque 
celles  de  y  léseraient,  elles  deviendraient  encore  ima- 
ginaires dans  le  cas  actuel,  si  q  surpassait  ^. 

4 
On  voit  donc,  parles  remarques  ci-dessus,  comment 
et  pourquoi ,  lorsque  le  terme  tout  connu  d'une  équation 
du  second  degré  est  négatif  dans  le  second  membre,  et 
dIus  grand  que  le  quarré  de  la  moitié  du  coefficient  de 
la  première  puissance  de  V inconnue,  cette  équation  ne 
peut  avoir  que  des  racines  imaginaires. 

11 5.  Les  expressions 

et  en  général  celles  qui  comprennent  la  racine  quarrée 
d'une  quantité  négative  ,  se  nomment  quantités  imagi- 
naires ("^).  Ce  ne  sont  que  des  symboles  d'absurdité  qui 
tiennent  la  place  de  la  valeur  qu'on  aurait  obtenue,  si  la 
question  proposée  eût  été  possible. 

On  ne  les  néglige  point  dans  le  calcul ,  parce  qu*il 
arrive  quelquefois  qu'en  les  combinant  d'après  certaines 
lois ,  l'absurdité  se  détruit ,  et  le  résultat  devient  réel.  On 
en  trouvera  des  exemples  dans  le  Complément. 


{*)  Il  serait  plus  exact  de  dire  expressions  ou  symboles  iniaeçinaires, 
puisque  ce  ne  sont  pas  des  quantités. 


l68  É    JL    E    M    E    N    s 

116,  Comme  il  importe  beaucoup  aux  commençatia 
d'acquérir  des  notions  exactes  sur  tous  les^àïV^  d'analyse 
qui  paraissent  sortir  des  idées  communes,  j'ai  cru  qu'il 
fallait  aussi  ajouter  quelques  éclaircissemens  à  ce  que  l'on 
a  déjà  vu  (106)  sur  la  nécessité  d'admettre  deux  solutions 
daus  les  équations  du  second  degré. 

Je  vais  montrer  que  s'il  existe  une  quantité  a  qui , 
substituée  à  la  place  de  x,  satisfasse  à  l'équation  du  se^ 
cond  degré  x*-f-  p  x==:  q ,  et  s  oit  par  conséquent  la  valeur 
de  X ,  cette  inconnue  aura  encore  une  autre  valeur.  Si  l'on 
substitue,  en  effet,  a  à  la  place  de  a: ,  il  en  résultera 
a^  -\-pa:=q\  et  puisque ,  par  l'hypothèse ,  a  est  la  va^- 
leur  de  X,  (7  sera  nécessairement  égal  à  la  quantité 
a*  +P  ^  *  on  pourra  donc  écrire  cette  quantité  au 
lieu  de  q^  dans  l'équation  proposée,  qui  deviendra  par  là 

X*  -\-  pxz=a^  -}-  pa. 

Transposant  tous  les  termes  du  second  membre  dans  le 
premier,  il  viendra 

x'^  -^p  X  —  a*  —  p  a::^o , 

qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

x^ — fi*  -f-  p  {x  —  a)  =  o; 

et  à  cause  que 

0;=^— a*=  (a:-f-a)   (a;— c)   (34), 

on  voit  sur-le-champ  que  le  premier  membre  est  divisible 
par  X  —  a,  et  donne  pour  quotient  exact,  jc-f-a-f /?  : 
on  a  donc,  d'après  cela, 

X'-j^px—q—x^—a-'-^p  ix^a)~{x'^a)  (x-f-a-f-p), 
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Maintenant  il  est  évident  qu'un  produit  est  égal  à  zéro , 
lorsque  l'un  quelconque  de  ses  facteurs  devient  nul 5  on 
doit  donc  avoir 

non-seulement  lorsque  x  —  a  =  o  ,  ce  qui  donne 

x^=  a, 

mais  encore  lorsque  a:  -f  a-f-  P  =  ^  ^  ^'^^  ^^  résulte 

x  =  —  a — p. 

Il  est  donc  prouvé  que  si  a  est  une  des  valeurs  de 
^^  —  a  —  p  sera  nécessairement  l'autre. 

Ce  résultat  s'accorde  avec  les  deux  valeurs  comprises 
dans  la  formule 

x~-—lp±  \/q  +  Wy 

car  en  prenant  pour  a  la  première  ,  —  v  p  +  v  7  + 4  P** 
par  exemple ,  on  trouverait  pour  l'autre 


—  a— pz=+èp— V^^4-ip'^— P==— ip— /^+iP'' 
ce  qui  est  en  effet  la  seconde  racine. 

Je  reviendrai  dans  la  suite  sur  ces  remarques  ,  qui 
contiennentle  germe  delà  théorie  générale  deséquations 
d'un  degré  quelconque. 

117.  La  difficulté  de  mettre  les  problèmes  en  équa- 
tion, est  pourle  second  degré,  et  en  général  pour  quelque 
degré  que  ce  soit,  la  même  que  pourle  premier,  et  con- 
siste toujours  dans  la  manière  de  démêler  toutes  les 
conditions  distinctes ,  comprises  dans  l'énoncé ,   et  de 
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les  exprimer  à  l'aide  des  caractères  algébriques.  Les 
questions  précédentes  n'offraient  aucune  difiiculté  à  cet 
égard ,  et  l'on  doit  s'être  suifisamment  exercé  dès  le  pre- 
mier degré  ;  cependant  je  vais  encore  résoudre  quelques 
questions  qui  donneront  lieu  à  plusieurs  observations 
utiles. 

On  a  employé  deux  ouvriers  ,  gagnant  des  salaires 
dijférens;  le  premier  ayant  été  payé  au  bout  d'un  certain 
nombre  de  jours ,  a  reçu  ^Sfr. ,  et  le  deuxième  ayant  tra- 
vaillé six  jours  de  moins ,  n'a  eu  queS/^fr.  ;  s'il  avait 
travaillé  tous  les  jours,  etque  l'autre  eût  manqué  six  jours, 
ils  auraient  reçu  tous  deux  la  même  somme  :  on  demande 
combien  de  jours  chacun  a  travaillé ,  et  le  prix  de  sa 
journée. 

Ce  problème ,  qui  semble  d'abord  renfermer  plusieurs 
inconnues ,  se  résout  facilement  par  le  moyen  d'une 
seule  ,  parce  que  les  autres  s'expriment  immédiatement 
par  celle-ci. 

En  désignant  par  x  le  nombre  des  jours  de  travail  du 
premier  ouvrier , 

x  —  G  sera  celui  des  jours  de  travail  du  second, 

96'"  1  •      ^      1      •  'A 

—    sera  le  prix  de  la  journée  du  premier  ouvrier, 

— —  celui  de  la  journée' du  second  ; 

si  ce  dernier  eût  travaillé  pendant  x  jours ,  il  aurait 
gagné 

X  X 7.   ou g  , 

X 0  X — o 

et  le  premier  travaillant  seulement  j: — 6  jours,  n'aurait  en 

q6  qÔ  (jc  —  G) 

iZ_    ou    - — ^^ : 

X  X 


que  {x  —  6)   ^^    ou 


D'A   L    G    È    B    n    E.  171 

l'équation  du  problème  sera  donc 

54-X'   96  (jc  —  6) 

X — G  a:  * 

Il  faut  d'abord  faire  disparaître  les  dénominateurs  de 
cette  équation ,  et  il  vient 

540;=^=  96  (^  —  6)  (X  — 6); 
les  nombres  54  et  96  étant  tous  deux  divisibles  par  6 ,  ce 
résultat  se  simplifie  :  on  trouve 

90:^=16  ^x  —  ^^   (a:  — 6). 

On  pourrait  préparer  cette  dernière  équation  suivant  la 
règle  du  n°  108  ,  pour  la  résoudre;  mais  l'objet  de  cette 
règle  n'étant  que  de  faciliter  l'extraction  de  la  racine  de 
chaque  membre  de  l'équation  proposée,  elle  est  inu- 
tile ici,  où  les  deux  membres  se  présentent  d'abord  sous 
la  forme  de  quarrés  ',  car  il  est  visible  que  9  x^  est  le 
quarrédeSx,  et  que  16  (x — 6)  (x  —  6)  estlequarré 
de  4  (  '^  —  G  )  :  on  aura  donc  tout  de  suite 

5x==ib4(a:— 6); 
d'où  il  résulte 

3xr=4x  —  Q.4,  XZZZ24, 

7 

Par  la  première  solutionde  la  question,  le  premier  ou- 
vrièratravaillépendant24Joui'S:>  et  agagné  par  conséquent 

~     ,  ou  4  francs  par  jour,  tandis  que  le  second  n'a  tra- 


our. 


vaille  que  18  jours,  et  a  gagné -|     ,  ou  3  francs  par  j 

La  seconde  solution  répond  à  une  autre  question  nu- 
mérique liée  à  l'équation  proposée  d'une  manière  ana- 
logue à  celle  que  j 'ai  remarquée  dans  le  n°  1 1 1 . 
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118.  On  remet  à  un  banquier  deux  billets  sur  la 
même  personne;  le  premier  de  55o  francs  payable  dans 
sept  mois ,  le  second  de  'j 20  francs  payable  dans  quatre 
mois;  et  il  donne  pour  le  tout  une  somme  de  iq.qq  francs  : 
on  demande  quel  est  le  taux  annuel  de  V intérêt  d'après 
lequel  ces  billets  ont  été  escomptés. 

Afin  d'éviter  les  fractions  dans  l'expression  des  intérêts 
pour  sept  mois  et  pour  quatre,  je  représenterai  par  lax 
celui  que  produit  annuellement  une  somme  de  1 00  francs, 
et  l'intérêt  d'un  mois  sera  alors  x.  Cela  posé ,  la  valeur 
présente  du  premier  billet  s'obtiendra  en  faisant  la  pro- 
portion 

+                     ^^          55ooo      ,  V  -  7         X 
7x  :  100  ::  55o  : : (Arith.  120)  ; 

100  -j-  7  ^ 

la  valeur  pré$ente  du  second  billet  résultera  de  même 
de  la  proportion 

72000 


1 00  4-  4-^  :  1 00  :  :  720  : 


1  co  -f-  4  '^ 


En  réunissant  ces  deux  valeurs  ,  l'équation  du  problème 
sera 

55ooo      ,      72000 

■+-   ■ ; —  =Z    1  200. 


1 00  -|-  7x       1 00  -j-  ^x 
Les  deux  membres  pouvant  se  diviser  par  200,  on  a 
275  36o  ^ 

-  •  r:=  b  ; 


1 00  -f-  7^       1 00  -f-  4-^' 


puis  faisant  disparaître  les  dénominateurs,  on  trouve 

successivement    ' 

275(ioo-|-4x)-|-36o(ioo-f7xO— 6(ioo-f  7x)(ioo-f  4x 

27600  -!-  1 100  a?  -f-  36000  -f-  î25*5.ox  t= 

60000  -f-  6600  X  '\-  1680;^, 
ce  qui  se  réduit  à 

168  x^  4- 2980  X  =  35oo , 
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et  divisant  tout  par  2  ,  on  obtient  /   . 

84:r^+  1490, T  r=  1760, 
ce  qui  donne  enfin 

•    84~^-~84"' 

En  comparant  cette  équation  à  la  formule 
il  vient 

^■~  84  '  ^-  84"' 

et  l'expression 

se  change  en 

.—^74gHuiX745. 745      1750 

84 -K      84.84  "^'84'- 

Il  faut  d'abord  réduire  à  une  seule  les  fractions  com- 
prises sous  le  radical  :  on  aura 

745.745  4-  1750.84 __  702025 
84.84  ~~  84:84' 

et  en  observant  que  le  dénominateur  de  cette  fraction 
est  un  quarré  parfait ,  il  ne  restera  qu'à  extraire  la  ra- 
cine quarrée  du  numérateur.  Si  l'on  s'arrête  aux  mil- 
lièmes, on  trouvera  837,869 ,  pour  celle  de  702025  ;  et 
en  lui  donnant  le  dénominateur  84,  les  valeurs  de  x 
seront 

r--Z_45      857,869       ç)2,86q 
84  "^      84      ~~~H"* 

^.  __  745  _  837, %_____  i_582^ 

H         H     ~         84  ^' 
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La  première  de  ces  valeurs  est  la  seule  qui  résolve 
la  question  dans  le  sens  de  son  énoncé.  En  divisant  son 
dénominateur  par  12  ,  on  a  (  Arith.  54  ) 

12  a;  ='-i— ' — --:=  13,267  ; 
7 

c'est-à-dire   que    l'intérêt  annuel  est  de  i3,27  p.  2.. 

11g.  La  question  suivante  est  digne  d'attention  ,  par 
les  circonstances  que  présente  l'expression  de  l'inconnue. 

Partager  un  nombre  en  deux  parties  dont  les  quarrés 
soient  dans  un  rapport  donné. 

Soit  a  le  nombre  donné  , 

m  le  rapport  des  quarrés  de  ses  deux  parties  , 
X  l'une  de  ces  parties  ; 

l'aufre  sera  a  —  x\ 

et  d'après  l'énoncé  de  la  question,  on  aura  l'équation 


m. 


(a  —  x)  (g  —  X) 

Il  se  présente  pour  la  résoudre  deux  voies  :  on  peut 
ou  la  préparer  pour  lui  donner  la  forme  x'^  ~\-pxz=zq  ^ 
et  la  résoudre  ensuite  par  la  méthode  générale  -,  ou  bien, 
profitant  de  la  remarque  facile  à  faire  ,  que  la  fraction 


(a  —  X  )  (a  —  :r  ) 


est  un  quarré ,  puisque  son  numérateur  et  son  dénomi- 
nateur sont  des  quarrés ,  en    conclure  sur-le-champ. 


=  ±v/- 


m, 


a  —  X 

a7  =  rt(a  —  x)  \/ m. 

En  résolvant  séparément  les  deux  équations  du  premier 
degré  comprises  dans  cette  formule ,  savoir, 


d'à  l  g  è  b  r  e. 

■■^^?  ?À  ' 

a:  =  -j-(a  — x)  \/ln, 

^  =  —  (a  — a,-)  /m, 

or.  en  tirera 

i  +  V/m' 

^-_  — "  ^^ 

.75 


1  —  \/  m 

Par  la  première  solution  ,  la  seconde  partie  du  nombre 
proposé  est 

a\/m^    Q-fgy/^-— cl/m  a 


et  les  deux  parties 

Ci  y   m  a 

7=  et 


sont ,  comme  l'exige  l'énoncé  de  la  question ,  toutes 
deux  plus  petites  que  le  nombre  proposé. 

Par  la  seconde  solution  on  a 
^jj   ,/^t^^^    ___a  —  a\/~m^a\/~^i  a 

et  les  deux  parties  alors  sont 

a{/  m  ''fa 

-7=   et   — rrr. 

i  — V^  m         i^\/  jn 

Leurs  signes  étant  contraires,  le  nombre  a  n  est  plus, 

à  proprement  parler ,  leur  somme ,  mais  leur  différence! 

Lorsqu'on  fait  m  =  x ,  c'est-à-^ire  qu'on  suppose  que 

les  quarrés  des  deux  parties  cherchées  sont  égaux,  on  a 

V/ m  =  1  ; 
la  première  solution  donne  deux  parties  égales, 
CL  a 
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résultat  évident  par  lui-même ,  tandis  que  la  seconde 

solution  donne  deux  résultats  infinis  (68)  ,  savoir  : 

—  a  — a  a  a 

ou ,    et  ou  -  : 

1 —  1  o  1  —  i  o 


ce  qui  doit  être  ,  car  il  n'y  a  qu'en  regardant  deux 
quantités  comme  infiniment  grandes  par  rapport  à 
leur  différence  a  ,  qu'on  peut  supposer  le  rapport  de 
leurs  quarrés  égal  à  l'unité. 

En  effet ,  soient  a;  et  o:  —  a  ,  ces  deux  quantités  ;  le 
rapport  de  leurs  quarrés  sera 


et  en  divisant  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  x* , 


elle  deviendra 


2a       a^ 


or  il  est  visible  que  plus  le  nombre  x  sera  grand ,  plus 

les  fractions —, -^  seront  petites,  et  plus  le  rapport 
X      x^ 

ci-dessus  approchera  d'être  égal  à  7  ,  ou  à  1. 

120.  Pour  comparer  maintenant  à  la  marche  qu'on 

vient  de  suivre  la  méthode  générale ,   on  développer.-i 

l'équation 


■=.jn: 


{a  —  x)  (a — x) 
on  aura  successivement 

x^  =^  m  (^a  —  x)  (a  —  ^), 
x^  :=  d^m  — ^amx  -^  mx"^  y 
x""  —    mx""  +  Q.amx  =  a'niy 
(1  —  m)jc^+2amx  :=  a^m^ 
o.amx  tt^  rri 

'1  —  m         1  —  m 
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-  .                            2  a  771                 a^  m 
en  taisant        p  r= ,    q  = , 

^  1    771        ^  1  771 

la  formule  générale  donnera 

am    _^\    y g^yyi'' ■     a^Tn 

1 jjl  \r  (1 771)    (1 77l)  1 771* 

Ces  valeurs  de  x  paraissent  bien  différentes  de  celles 
qui  ont  été  trouvées  plus  haut  ;  cependant  elles  s'y 
ramènent ,  et  c'est  en  quoi  l'exemple  qui  m'occupe  peut 
être  utile  pour  montrer  l'importance  des  transforma- 
tions que  les  diverses  opérations  algébriques  produisent 
dans  l'expression  des  quantités. 

Il  faut  premièrement  réduire  au;niême  dénominateur 
les  deux  fractions  comprises  sous  le  radical,  ce  qui  s'ef- 
fectuera en  multipliant  par  1  —  tti  ,  les  deux  termes  de 
la  seconde  ;  et  il  viendra 

G^  771^  fi^  771  cfvn?-  -i-  a^ra  (1  —  771  ) 


(1 — 77i)  (1 — 771)        1 — m  (i  —  771  )  (1 — 771) 

a^Tin^  -f-  û^77i.  —  a^m^  a  ^m 

(1 7«')(l rtx)  (l  771  )    (1  771  )* 

Le  dénominateur  étant  un  quarré ,  il  restera  seulement 
à  extraire  la  racine  du  numérateur,  et  on  aura 

\r  (1  77l)(l 'ïi)  1—771  1   771* 

raais  l'expression  V^ a^77i  peut  encore  se  simplifier. 

Il  est  visible  que  le  quarré  d'un  produit  se  compose 
du  produit  des  quarrés  de  chacun  de  ses  facteurs,  puis- 
que, par  exemple, 

hcdy<,hcdz=zb'^c^d'^^ 
et  que  par  conséquent  la  racine  de  b'^c^d^  n'est  autre 
chose  que  le  produit  des  racines  3,  c  et<^,  des  facteurs 
b^,  c^  et  d^.  En  appliquant  cette  remarque  au  produit 
a'^ni ,  on  voit  que  sa  racine  est  le  produit  de  a,  racine 
Elém.  d'Algèbre.  14^  édition.  12 
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de  «* ,  par  \/  m  qui  est  l'indication  de  la  racine  de  m , 
ou  que 

ya'm  =  a  \/  m. 

Il  suit  de  ces  diverses  transformations  que 

am     ,   «  \/ 


OU  bien 


771 
1 771  1    771   * 

—  Û771  -^a  y   ni 

1  771 

—  Û771 —  a  y  m. 


1  —  m 

Quelque  simples  qu'elles  soient,  ces'expressions  ne 
sont  pas  encore  celles  du  numéro'précédent  ;  et  même 
si  Ton  cherche  à  les  vérifier  pourje^^cas  où  tti  =:  i,  elles 
deviennent 

—  a  -4-  a      o 
1  —  1  o 

—  a  —  a      — Q.a 


1  —  1  o 

On  retrouve  dans  la  seconde  le  symbole  de  l'infini , 
comme  précédemment ,  mais  la  première  présente  cette 
forme  indéterminée ,  ^ ,  dont  on  a  déjà  vu  des  exemples 
dans  les  n°*  69  et  70  ;  et  avant  de  prononcer  sur  sa  va- 
leur,  il  est  à  propos  d'examiner  si  elle  ne  tombe  pas 
dans  le  cas  du  n°  70  ,  si  ce  n'est  pas  un  facteur  commun 
au  numérateur  et  au  dénominateur ,  que  la  supposition 
de  771  =  1  ,  rend  «gai  à  zéro. 

,^  .  —0771  +  0    V^  771 

L  expression ' 

1  771 

.     ^,       a(  —  m~\*  y  m")       a(y  m  —  771) 
revient  a      — ^^ • — ===  -^^ -, 

1  771  1  771  >• 

On  voit  déjà  que  le  numérateur  ne  devient  zéro,  que 
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par  le  facteur  ^Z  m  •—  m  ;  il  faut  donc  chercher  si  ce 
dernier  n'aurait  pas  quelque  facteur  commun  avec  le 
dénominateur  i  —  m.  Pour  éviter  l'embarras  que  pour- 
rait causer  le  signe  radical ,  je  fais  \/  m  =z  n  ^  et  j'en 
conclus  ,  en  prenant  les  quarrés  ,m  =  7v^:  ceci  change 
les  quantités 

y   m  —  m  et  1  —  771 
en  n  —  72'^  et  1  —  n''; 

or  71— 7i^z=z77(i— 7î)  et  1— 7x^  =  (i— 71)  (14-71)  (34); 
en  remettant  pour  n  sa  valeur  \/  m ,  on  a. 

[/m 77l=::(l  \/  ÎJl)    {/m, 

1  77l=(l  y/  77l)   (  1  -f-   ^^"771), 

et  par  conséquent 

a(\/  m  —  m)  __     a(i  —  {/In  )  V^"77Ï    

^  —  ^        ~  ii--\/_m)  (i  -{-\/tV)'~ 
a  y  m 

résultat  semblable  à  celui  du  n^  1 19. 

On  réduit  de  même  la  seconde  valeur  de  a: ,  en  ob- 
servant que 

— ay  m — QTTi —  a(i  -f-^771)  y^ln 

^-'^        ~(i-V'^)(i-|-V/m)'" 

1    V^    771 

comme  dans  le  n°  119  (■^). 


(*)  L'exemple  que  je  viens  de  traiter  si  au  long,  répond  à  un  pro- 
blème résolu  par  Clairaut  dans  son  Algèbre,  et  dont  renonce  est  ce- 
lui-ci: Trouver  sur  la  ligne  qui  joint  deux  lumières  ^quelconques ,  le 
point  où  ces  deux  lumières  éclairent  également.  J'ai  dépouille  ce  pro- 
blème des  circonstances  physicpes  qui  sont  étrangères  à  l'objet  de  cet 
ouvrage,  etquinepeuventquc  détourner  l'attention  qu'exigent  les  cir- 
constances algébriques,  très  remarquables  en  elles-mêmes ,  et  que 
pour  cette  raison,  j'ai  développées  plus  queue  l'avait  fait  Clairaut. 

12.> 
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Il  n'est  pas  diilicile  de  voir  que  j'aurais  pu  éviter  les 
radicaux  dans  les  calculs  précédens  ,  en  représentant 
par  m^  le  rapport  des  quarrés  des  deux  parties  du 
nombre  proposé  :  alors  in  en  eût  été  la  racine  quarrée  , 
qu'on  peut  toujours  regarder  comme  connue  ,  lorsque 
son  quarré  est  donné  ;  mais  on  n'aurait  pas  d'abord 
senti  le  but  d'un  pareil  changement  de  données  ,  dont 
les  algébristes  font  souvent  usage  pour  simplifier  les 
calculs  ;  c'est  pourquoi  j'invite  le  lecteur  à  recommen- 
cer la  solution  du  problème  ,  en  mettant  m^  au  lieu 
de  m. 

De  U extraction  de  la  racine  quarrée  des  quantités 
algébriques. 

s  121 .  La  question  précédente  suffit  pour  indiquer  com- 
ment il  faut  se  conduire  dans  la  solution  des  questions 
littérales ,  et  a  présenté  une  transformation  qu'il  im- 
lK)rte  de  remarquer  ,  savoir  ,  celle  de 

Y  a^  m  ^n  a  y   in  (  page  177  ), 

puisque  par  son  moyen  on  peut  réduire  au  plus  petit 
nombre  possible  les  facteurs  contenus  sous  le  radical  , 
et  simplifier  d'autant  l'extraction  de  la  racine  qui  reste 
à  opérer. 

Cette  transformation  consiste,  comme  on  l'a  vu  à  l'en- 
droit cité  ,  à  prendre  séparément  la  racine  de  tous  les 
facteurs  qui  sont  des  quarrés ,  et  à  écrire  ces  racines  hors 
du  radical  y  comme  multiplicateurs  de  ce  radical,  sous 
lequel  on  laisse  tels  qu'ils  sont,  les  facteurs  qui  ne  sont 
pas  des  quarrés.  ,  ' 

Cette  règle  suppose  premièrement ,  que  l'on  sache 
reconnaître  si  une  quantité  algébrique  est  un  quarré  , 
et  dans  ce  cas  en  extraire  la  racine  ;  et  pour  cela,  il 
faut  distinguer  les  quantités  monômes  des  polynômes-. 
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122.  Il  résulte  évidemment  de  la  règle  des  exposans 
dans  la  multiplication  ,  que  la  seconde  puissance  d'une 
quantité  quelconque  a  un  exposant  double  de  celui  de 
cette  quantité. 

On  a ,  par  exemple , 
a'Xa'  —  a"-,    a^Xci'^a^y    a^Xa^~a^,    etc. 

Il  suit  de  là  que  tout  facteur  qui  est  un  quarré  ^  doit 
avoir  un  exposant  pair ,  et  qu'on  obtient  la  racine  de 
ce  facteur  en  écrivant  sa  lettre  avec  un  exposant  é^al 
à  la  moitié  de  l'exposant  primitif 

On  a  ainsi 

\/ a'^zzza^  ou  a  j  \/'â^z=:  a'^,  {/ a^z=a^  ,  etc. 

A  l'égard  des  facteurs  numériques,  Textraction  de 
leurs  racines  s'opère ,  s'il  y  a  lieu,  par  les  règles  ensei- 
gnées précédemment. 

D'après  ces  remarques ,  les  facteurs  a^ ,  b^,  c%  de 
l'expression 

i/64aH^c\ 
sont  des  quarrés  ;  le  nombre  64  ^^^  ^^  quarré  de  8;  donc 
l'expression  proposée^  étant  le  produit  de  facteurs  quar- 
rés,  aura  pour  racine  le  produit  des  racines  de  chacun 
de  ces  facteurs  (  1  î3  i  )  ;  et  par  conséquent 


\^Q4a^bU^=z%a^b^  c. 

123.  Lorsque  cette  circonstance  n'a  pas  lieu,  il  faut 
chercher  à  décomposer  le  produit  proposé  en  deux  au- 
tres ,  dont  Vun  ne  contienne  que  les  facteurs  cyiarré^ 
et  l'autre  les  facteurs  non  quarrés  ;  et  pour  cela  il  faut 
considérer  à  part  chacun  de  ses  facteurs. 

Soit  pour  exemple 

V/72  a^  b^  c^. 

On  reconnaît  facilement  que  parmi  les  diviseurs  du 
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nombre  72,  il  y  a  des  quarrés  parfaits  ,  savoir,  4>  9 
et  36  -,  et  en  prenant  le  plus  grand ,  on  a 

72  =:  36  X  2. 
Le  facteur  d'  étant  un  quarré  ,  on  le  met  de  côté  ;  pas- 
sant ensuite  au  facteur  h^ ,  qui  n'en  est  pas  un,  puisque 
le  nombre  3  est  impair ,  on  remarque  que  ce  facteur 
peut  se  décomposer  en  deux  autres  h^  et  h,  dont  le 
premier  est  un  quarré ,  et  qu'on  a 

b^=zb\b', 

on  voit  aussi  que 

il  en  serait  de  même  de  toute  lettre  ayant  un  exposant 
impair.  Toutes  ces  décompositions  donnent 

jQ.a^h^à  =z  36 . Qa^b'' ,bà.c; 
et  rassemblant  les  facteurs  quarrés  ,  il  vient 
36a^èM  X  ^bc. 
Enfin  ,  prenant  la  racine  du  premier  produit  et  in- 
diquant celle  du  second  ,   on  a 

V/tÔÔÎP?  ==  Qd'bc^  {/obc. 
Voici  encore  quelques  exemples  de  réductions  sem- 
blables, précédées  des  calculs  qui  les  mettent  en  évi- 
dence :  _ 


i/^ 


hW^' 


6.5  ,|     y 5a       5obt     /^a 


D'A    L    G    Ê    JB    R    E.  l8S 

11^  faut  remarquer  ,  par  rapport  au  premier ,  qu'on 
peut  faire  sortir  du  radical  le  dénominateur  des  fractions 
algébriques  ,  en  le  rendant  un  quarré ,  d'après  ce  qui 
a  été  dit  n°  io4,  pour  les  fractions  numériques. 

134.  Je  ■  vais  passer  à  l'extraction  de  la  racine 
quarrée  des  polynômes.  Il  est  important  de  se  rap- 
peler qu'aucun  binôme  n'est  un  quarré  parfait ,  parce 
que  tout  monôme  élevé  au  quarré  ne  produit  qu'un 
monôme  ,  et  que  le  quarré  d'un  binôme  renferme  tou- 
jours trois  parties  (34). 

On  se  tromperait  grossièrement  en  prenant  pour 
ya^^b^  le  binôme  a  +  3 ,  quoique  a  soit  séparément 
la  racine  de  a%  et  b  celle  de  b''  ;  carie  quarré  de  a  -f-  Z> , 
étant  d^-\-Qab-^b^,  contient  en  outre  le  terme  -{-  ^a^, 
qui  ne  se  trouve  pas  dans  l'expression  a^  -)-  Z>*. 

Soit  donc  le  trinôme 

24a^Pc-f-i6a4c^  +  9&S: 

afin  de  retrouver  dans  cette  expression  les  trois  partie» 
qui  composent  le  quarré  d'un  binôme  ,  jel'ordanne  pai* 
rapport  à  l'une  de  ses  lettres  ,  à  la  lettre  a  ,  par  exem- 
ple -,  il  vient 

iea^d'^Q4a'Pc-^Qb\ 

Alors ,  quelle  que  soit  la  racine  cherchée ,  en  la  suppo- 
sant ordonnée  par  rapport  à  la  même  lettre  a  ,  le  quarré 
de  son  premier  terme  doit  nécessairement  former  le  pre- 
mier terme  iGœ^c'^  de  la  quantité  proposée;  le  double 
produit  ^du  premier  terme  de  la  racine  par  le  second  , 
doit  donner  le  second  terme  'J^iî^b^c  de  la  quantité 
proposée  ;  et  enfin  le  quarré  du  dernier  terme  de  la 
racine  doit  être  précisément  le  dernier  terme  <^¥'  de  la 
quantité  proposée.  D'après  ces  considérations,  l'opé- 
ration se  dispose  comme  on  le  voit  plus  loin  ; 
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y  Sa 


iGa^c' ^  24a^Pc  ^  ab^    i  4(i'c ^  3 b^  racine 


c-j-ob- 


J'extrais  d'abord  la  racine  quarrée  du  jH-emier  ternie 
ibVc%  et  le  résultat  4a'c  (iaa)  est  le  premier  terme 
de  la  racine  qui  s'écrit  adroite,  sur  la  même  ligne  que 
la  quantité  proposée. 

Je  retranche  de  cetle  quantité  le  quarré  iGa^c" , 
du  premier  terme  4a^c,  de  la  racine;  et  faisant  la  ré- 
duction, il  ne  reste  que  les  deux  termes  24a^b^C'^^bK 

Le  terme  24a^b^c  étant  le  double  produit  du  premier 
terme  de  la  racine  4aV,  par  le  second  ,  j'obtiens  ce 
dernier  en  divisant  24.0^^3^  par  8a^c ,  double  de  4a^c , 
et  qui  s'écrit  au-dessous  de  la  racine  ;  le  quotient  3^^ 
est  le  second  terme  de  la  racine. 

La  racine  est  maintenant  déterminée  -,  mais  il  faut , 
pour  qu'elle  soit  exacte ,  que  le  quarré  du  second  terme 
fasse  9/?^^  ou  bien  que  le  double  Sa^cdu  premier  terme 
de  la  racine,  augmenté  du  second  ob^,  et  multiplié  par 
le  second  ,  reproduise  les  deux  derniers  termes  du 
quarré  (  91  )  ;  en  conséquence  ,  à  côté  de  Sa'^c  ,  j'écris 
-f-  3Z>3 ,  je  multiplie  Sa^c  -f-  SZ?^  par  5b^  ;  le  produit  étant 
retranché  des  deux  derniers  termes  de  la  quantité  pro- 
posée ,  il  ne  reste  rien ,  et  j'en  conclus  que  cette  quan- 
tité est  le  quarré  de  4^^c  -f-  3Z)^. 

Il  est  évident  que  les  mêmes  raisonnemens  et  les 
mêmes  procédés  peuvent  s'appliquer  à  toutes  les  quan- 
tités composées  de  trois  termes.  ^ 
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125.  Lorsque  la  quantité  dont  on  veut  extraire  la 
racine  a  plus  de  trois  termes ,  elle  n'est  plus  le  quarré 
d'un  binôme  -,  mais  en  la  supposant  celui  d'un  trinôme 
jji-^n-{-p ,  et  représentant  par  l  la  somme  m-\-n 
de  ses  deux  premiers  termes  ,  ce  trinôme  se  chan- 
geant en  l-i-p  ,  son  quarré  devient 

où  le  quarré  /^  du  binôme  m  -{^  n  ,  étant  développé , 
^  produirait  les  termes  m^  -f"  ^^^  "h  ^^-  Ainsi ,  lors- 
qu'on aura  ordonné  la  quantité  proposée  ,  le  pre- 
mier terme  sera  évidemment  le  quarré  du  premier 
terme  de  la  racine  ,  et  le  second  renfermera  le 
double  produit  du  premier  terme  de  la  racine  par 
le  second  de  cette  racine  ;  on  aura  donc  ce  dernier  en 
divisant  le  second  terme  de  la  quantité  proposée,  par  le 
double  de  la  racine  du  premier.  Connaissant  alors  les 
deux  premiers  termes  de  la  racine  cherchée ,  on  com- 
plétera le  quarré  de  ces  deux  termes ,  représenté  ici 
par  /^,  et  le  retranchant  de  la  quantité  proposée,  il 
restera 

2//7  +  p-  , 

quantité  qui  contient  le  double  produit  de  /,  ou  du 
premier  binôme  m  ^  n^  par  le  reste  de  la  racine ,  plus 
le  quarré  de  ce  reste  ,  et  fait  voir  qu'il  faut  opérer  avec 
ce  binôme  ,  comme  on  a  fait  avec  le  premier  terme  m , 
de  la  racine. 

Soit  pour  exemple  la  quantité 

^a'hc  +  s5  a=6^  —  40  a^b  -f  1 6^4  4.  ^b^c'  —  ?>oab^c  '> 

je  l'ordonne  par  rapport  à  la  lettre  a,  et  je  dispose 
l'opération  comme  précédemment. 


/ 
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""  ]  Sa^-ioab-j-Sbc 

i^rest.— 4oa3Z>-f-25a"6^— 8oaZ)'^c-|-646=^cM 
-4-64a=*3c 
-f4oa^ô — 25a'-b'' 

^^  reste +64a^Z>c— 8oaZ>^c+64^^c* 

S4a^bc-\-Soab-'c—^b^c^ 

Cela  fait ,  j'extrais  la  racine  quarrée  du  premier 
terme  iGa^,  et  j'obtiens  4^*  pour  le  premier  terme  de 
la  racine  cherchée  ;  j'en  forme  le  quarré ,  que  je  re- 
tranche de  la  quantité  proposée. 

Je  double  le  premier  terme  de  la  racine  ,  et  j'écris 
au-dessous  le  résultat  Sa" ,  par  lequel  je  divise  le  terme 
— 4oa^b  qui  commence  le  premier  reste  ;  j'ai  —  5ab 
pour  le  second  terme  de  la  racine;  je  l'écris  à  côté  de  8a^, 
je  multiplie  le  tout  par  ce  second  terme ,  et  je  retranche 
le  résultat  du  reste  sur  lequel  j'opère. 

De  cette  manière  j'ai  retranché  de  la  quantité  pro- 
posée le  quarré  du  binôme  4^^  —  5ab  ;  le  deuxième 
reste  ne  contenant  plus  que  le  double  produit  de  ce 
binôme  par  le  troisième  terme  de  la  racine  et  le  quarré 
de  ce  terme ,  je  double  la  quantité  4^"^  —  ^^b ,  ce  qui 
donne 

8a^—  10  ab, 

que  j'écris  au-dessous  de  8a*  —  5ab ,  et  que  je  prends 
pour  diviseur  du  deuxième  reste  :  le  premier  terme  du 
quotient,  est  Sbc  ;  c'est  le  troisième  de  la  racine. 

Je  l'écris  aussi  à  côté  de  8a^  —  loabj  et  je  multiphe 
le  tout  par  ce  terme  ;  je  retranche  les  produits  du  reste 
sur  lequel  j'opère ,  qui  se  trouve  entièrement  détruit  : 
la  quantité  proposée  est  donc  le  quarré  de 
4(1" -—  bab  -I-  86c, 


^Â 
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Il  est  maintenant  aisé  d'étendre  aussi  loin  qu'on  voudra 
l'opération  ci-dessus  ,  qui  est  d'ailleurs  parfaitement 
semblable  à  celle  qu'on  a  enseignée^ pour  les  nombres. 

De  la  formation  des  puissances  et  de  Vextraction 
de   leurs  racines. 

iè6.  L*opération  arithmétique  d'où  dépend  la  réso- 
lution des  équations  du  second  degré,  et  par  laquelle 
on  revient  du  quarré  à  la  quantité  qui  l'a  formé ,  ou 
à  la  racine  quarrée ,  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une 
autre  plus  générale ,  servant  à  trouver  un  nombre  dont 
on  connaît  une  puissance  quelconque.  On  conçoit  que 
cette  opération  ,  qui  conduit  à  un  résultat  qu'on  dé- 
signe encore  par  le  mot  racine ,  mais  en  y  ajoutant 
l'indication  du  degré,  étant  inverse  de  celle  qui  sert  à 
trouver  la  puissance ,  ne  peut  être  déduite  que  de 
l'examen  des  circonstances  de  cette  dernière ,  comme 
cela  arrive  pour  la  division  à  l'égard  de  la  multiplica- 
tion ,  avec  lesquelles  ce  sujet  a  d'ailleurs  des  rapports 
qu'on  apercevra  bientôt. 

C'est  par  la  multiplication  qu'on  parvient  aux  puis- 
sances des  nombres  entiers  (24),  et  il  est  visible  que  celles 
des  fractions  se  forment  en  élevant  leur  numérateur 
et  leur  dénominateur  à  la  puissance  proposée  (96). 

Réciproquement  la  racine  d'une  fraction  s'obtient , 
dans  quelque  degré  que  ce  soit  ,  en  prenant  celle  du 
numérateur  et  celle  du  dénominateur. 

L'usage  des  symboles  algébriques  étant  très  commode 
pour  exprimer  tout  ce  qui  tient  à  la  composition  et  à 
la  décomposition  des  quantités ,  on  procède  d'abord  à 
la  formation  des  puissances  des  expressions  algébriques  ; 
car  à  l'égard  de  celles  des  nombres,  ce  qu'on  a  dit,  n°  2./\ , 
suffit  pour  les  trouver. 
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Table  des  J  premières  puissances  des  nombres,  depuis 


,„i,n 

tamm 

„„ 



1  jusqu  a  c 

)• 

4« 

— 

2 

4 

8 
i6 

32 

64 

3 

9 

4 

16 

5 

25 

6 

7 

8 

"1 

36 

49 

64 



81 

27 

64 

125 

625 
3i25 

216 

343 

5l2 

729 

8i 
243 

256 
1024 

1296 

2401 

4096 

656i 

7776 

16807 

32768 

59049 

1 
729! 

1 

4096 

15625 

46656 

II 7649 

262144 

53i44i 

1 

2187 

1 

16384 

78125 

279936 

823543 

2097152 

4782969 

J'ai  principalement  rapporté  cette  table,  afin  de  mon- 
trer avec  quelle  rapidité  s'accroissent  les  puissances  des 
nombres,  à  mesure  qu'elles  deviennent  plus  élevées  , 
remarque  qui  est  très  importante  pour  la  suite.  On  voit 
en  effet  que  la  septième  puissance  de  2  est  déjà  128 , 
et  que  celle  de  9  monte  à  4782969. 

On  conçoit  facilement  par  là  que  les  puissances  des 

fractions  proprement  dites ,  décroissent  très  rapidement, 

puisque  les  puissances  du  dénominateur  deviennent  de 

plus  en  plus  grandes  par  rapport  à  celles  du  numérateur. 

.,  .  1  .1 

La  septième  pmssance  de  - ,  par  exemple ,  serait  — ^  > 

et  celle  de  -  serait  seulement 
9 

1 


4782969' 
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127.  Il  suit  de  ce  que  dans  un  produit  ,  chaque 
lettre  a  pour  exposant  la  somme  des  exposans  qu'elle  a 
dans  chacun  des  facteurs  (26) ,  que  la  puissance  d'une 
quantité  monôme  se  forme  en  multipliant  l'exposant 
de  chaque  facteur  par  l'exposant  de  cette  puissance. 

La  troisième  puissance  de  a^b^Cy  par  exemple,  s'ob- 
tiendra en  multipliant  les  exposans  2,  3  et  i ,  des  lettres 
«,  bj  c,  par  3,  exposant  de  la  puissance  demandée  :  on 
aura  a^  b^  c^  ;  et  en  effet,  cette  puissance  revient  à 

a^'b^cX  a'^b^cXa^b^c^a^'^b^-^  c''\ 

SI  la  quantité  proposée  avait  un  coefficient  numérique, 
il  faudrait  élever  aussi  ce  coefficient  à  la  puissance  pro- 
posée ;  ainsi  la  quatrième  puissance  de  3  a  Z>*  c^  est 

Sia^b^c^^y 
parce  que  celle  de  3  est  81. 

128.  A  l'égard  des  signes  qui  peuvent  affecter  les  quan- 
tités monômes,  il  faut  observer  que  toutes  les  puissances 
dont  l'exposant  est  pair j  ont  le  signe -\- y  et  que  celles  dont 
V exposant  est  impair ,  ont  le  même  signe  que  la  quan- 
tité qui  les  a  formées. 

En  effet,  les  puissances  d'un  degré  pair  résultent  de  la 
multiplication  d'un  nombre  pair  de  facteurs  ;  et  les  signes 
—  combinés  2  à  2 ,  dans  la  multiplication ,  donnent  tou- 
jours au  produit  le  signe  +  (3i).  Au  contraire,  si  le 
nombre  des  facteurs  est  impair,  le  produit  aura  le  signe  — 
quand  les  facteurs  en  seront  affectés,  puisqu'il  résultera 
du  produit  d'un  nombre  pair  de  facteurs,  et  par  consé- 
quent positif,  multiplié  par  un  facteur  négatif. 

129.  Pour  revenir  de  la  puissance  à  la  quantité  qui 
l'a  formée,  ou  à  sa  racine,  il  n'y  a  qu'à  renverser  les 
règles  données  ci-dessus  ;  c'est-à-dire  ,  diviser  l'expo- 
sant de  chaque  lettre  par  celui  qui  marque  le  degré  de  la 
racine  qu'on  veut  extraire. 
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On  trouverade  cette  manière  laracine  cubique  y  ou  du 
troisième  degré  ^  de  l'expression  a^  b^  c^,  en  divisant  par 
3  les  exposans  6,  9  et  3,   ce  qui  donnera 

a*  b^  c. 

Lorsque  l'expression  proposée  a  un  coefficient  numé- 
rique ,  il  faut  en  prendre  aussi  la  racine ,  pour  former  le 
coefficient  de  la  quantité  littérale  qu'on  obtient  par  la 
règle  précédente. 

Si  l'on  demandait ,  par  exemple ,  la  racine  quatrième 
de  81  a'^b^  c^ ,  on  verrait  par  la  table  du  n°  126 ,  que  81 
est  la  quatrième  puissance  de  3  ;  et  divisant  par  4  les 
exposans  des  lettres,  on  aurait  pour  résultat 

^ab^c*. 

Dans  les  cas  où  la  racine  du  coefficient  numérique  ne 
peut  se  trouver  par  la  table  citée  ^  on  l'extrait  par  les 
méthodes  que  je  donnerai  ci-après. 

i3o.  Il  est  évident  que  l'extraction  des  racines  ne  peut 
s'effectuer  sur  la  partie  littérale  des  monômes,  qu'autant 
que  chacun  des  exposans  est  divisible  par  celui  de  la  ra- 
cine; dans  le  cas  contraire ,  on  ne  peut  qu'indiquer  l'opé- 
ration arithmétique  qu'il  faudra  faire ,  lorsqu'on  substi- 
tuera des  nombres  aux  lettres. 

On  se  sert  encore  pour  cela  du  signe  \/  ;  mais  pour 
désigner  le  degré  de  la  racine,  on  met  l'exposant  comme 
on  le  voit  ci-dessous ,  dans  les  expressions 

Y  a,  {/  aS 

dont  la  première  représente  la  racine  ciibique  ,  ou  du 
troisième  degré  ,  de«,  et  la  seconde  la  racine  cinquième 
de  a". 

Les  expressions  affectées  du  signe  y  ,  de  quelque 
degré  qu'il  soit ,  peuvent  souvent  se  simplifier  en  faisant 


d'à  l  g  è  b  r  e. 


i9« 

attention  que,  d'après  le  n°  127,  une  puissance  quel- 
conque d'un  produit  est  formée  du  produit  de  la  même 
puissance  de  chacun  des  facteurs  y  et  que,  par  conséquent, 
la  racine  quelconque  d'un  produit  est  formée  du  produit 
des  racines  de  même  degré  de  chacun  de  ses  facteurs.  Il 
résulte  de  ce  dernier  principe  ,  que  si  la  quantité  sou- 
mise au  radical  a  des  facteurs  qui  soient  des  puissances 
exactes  du  même  degré  que  le  radical  y  on  pourra  prendre 
séparément  les  racines  de  ces  facteurs ,  et  multiplier  leur 
produit  parla  racine  indiquée  des  autres  facteurs. 
Soit,  par  exemple, 

on  voit  que 

96  =  32x3  =  2^3, 

que  a^       est  la  cinquième  puissance  de  a , 

que  b^z=:h^.b\ 

que  c^^-=zc^°  .c\ 

on  a  par  conséquent 

96  a^h^  c"  =  2^05  ^,5^10  X  3  Z»'^  c. 

Le  premier  facteur  ayant  pour  racine  cinquième  la 
quantité  2ab  c^ ,  il  vient 

5 5 

y^Sa^b"^  c''=z2.ahcf-  \/3b^c. 

i3i.  Toute  puissance  paire  devant  avoir  le  signe  + 
(128),  aucune  quantité  affectée  du  signe — ne  peut  être 
une  puissance  de  degré  pair,  et  n'a  point  de  racine  de  ce 
degré.  Il  suit  de  là,  que  tout  radical  d'un  degré  pair, 
comprenant  une  quantité  négative ,  est  une  expression 
imaginaire  : 

^/ 6  8  

sont  des  expressions  imaginaires. 


/ 
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On  ne  peut  par  conséquent  assigner,  soit  exactement , 
soit  par  approximation,  pour  les  degrés  dont  l'expo- 
sant est  pair ,  que  les  racines  des  quantités  positives  ; 
et  ces  racines  peuvent  être  affectées  indifféremment  du 
signe  -f-  ou  du  signe — ,  parce  que  dans  l'un  et  l'autre  cas 
elles  reproduisent  également  la  quantité  proposée  avec 
le  signe  -|-,  et  qu'on  ignore  auquel  des  deux  elles  appar- 
tiennent. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  les  degrés  impairs ,  dans 
lesquels  les  puissances  ont  le  même  signe  que  leurs  ra- 
cines (iâ8)  :  on  doit  donner  aux  racines  de  ces  degrés 
le  signe  dont  la  puissance  est  affectée  ;  et  il  n'y  a  point 
d'imaginaires  dans  ce  cas. 

i32.  Il  est  à  propos  d'observer  que  l'application  de  la 
règle  donnée  n°  129^  pour  l'extraction  des  racines  des 
monômes,  par  les  exposans  de  leurs  facteurs,  conduit  na- 
turellement à  indiquer  ,  par  des  signes  plus  commodes 
pour  le  calcul  que  le  signe  j/',  les  racines  qui  ne  peuvent 
s'obtenir  algébriquement. 

Lorsqu'on  demande,  par  exemple ,  la  racine  troisième 
de  a^y  il  faut ,  suivant  la  règle  citée ,  diviser  l'exposant  5 
par  3  ;  mais  la  division  ne  pouvant  s'effectuer  ,  conduit 
au  nombre  fractionnaire  \  \  et  la  forme  que  prend  alors 
l'exposant  du  résultat  indique  que  l'extraction  n'est  pas 
possible  dans  l'état  actuel  de  la  quantité  proposée  :  on 
doit  donc  regarder  les  deux  expressions 

3 1 

V/a^         et         a' 

comme  équivalentes. 

La  dernière  a  néanmoins  sur  la  première  l'avantage 

de  conduire  tout  de  suite  à   la  simplification  dont  la 

3  

quantité  y  a^  est  susceptible  ;  car  si  l'on  extrait  l'entier 


D*    A    L    G    È    B    R   E.  195 

contenu  dans  la  fraction  7  ;  f^^i  3  1  -(-  -^ ,  et  en  regar- 
dant cette  somme  comme  l'exposant  d'un  produit  (26)  , 
on  reconnaît  que  la  quantité     -«if    •   • 

est  composée  de  deux  facteurs ,  dont  le  premier  est  a , 

et  l'autre  revient  à   \/  a*. 

3  

On  conclurait  la  même  chor^e  de  l'expression  y  a^y 
au  moyen  du  n°  i3o,  mais  l'exposant  fractionnaire  y 
mène  immédiatement  :  on  aura  d'ailleurs  occasion  de  re- 
connaître dans  d'autres  opérations  les  avantages  des  ex- 
posans  fractionnaires ,  et  d'en  justifier  l'emploi. 

Pour  le  moment,  il  suHit  d'observer  que  la  division 
des  exposans,  dans  le  cas  où  elle  peut  s'effectuer,  ré- 
pondant à  l'extraction  des  racines,  oh  doit,  lorsqu'elle 
est  indiquée,  la  regarder  comme  le  symbole  de  la  même 
opération ,  et  en  conclure  que  les  expressions 

n  m 

\/'^       et       à^ 
sont  équivalentes. 

Voilà  encore  les  conventions  établies  sur  la  manière 
d'exprimer  les  puissances ,  qui  conduisent  par  analogie 
et  par  extension ,  à  des  symboles  particuliers  ,  comme 
dans  le  n^S/,  on  est  parvenu  à  l'expression  a°=i . 

i33.  Je  remarque  à  cette  occasion  que  la  règle  des 
exposans,  relative  à  la  division  (06)  étant  appliquée  con- 
formément à  celle  des  signes  relative  à  la  soustrac- 
tion (20)  ,  mène  aussi  à  des  expressions  nouvelles ,  pour 
■une  certaine  classe  de  fractions. 

En  effet ,  on  a  par  ces  règles 
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mais  si  l'exposant  n  du  dénominateur  surpasse  l'exposant 
m  du  numérateur ,  l'exposant  de  la  lettre  a  dans  le  se- 
cond membre  sera  négatif. 

Si,  par  exemple  ,  m  ==  a,  7i=3,  on  aura 


a*  1 

mais  d'ailleurs,  en  simplifiant  la  fraction  —r. ,  on  trouve  - 

les   expressions 


-       et        fl-» 
a 


sont  donc  équivalentes. 

En  général,  on  a  par  la  règle  des  exposans , 


■  m — m — n 


a 

et  d'ailleurs 


fn+a 


Û'"  1 


il  résulte  de  là ,  que  les  expressions 

—        et       a-« 

a" 

sont  équivalentes. 

En  effet ,  le  signe  —  qui  précède  l'exposant  n  étan* 
pris  dans  le  sens  du  n°62,  montre  que  l'exposant  pro- 
posé vient  d'une  fraction  dont  le  dénominateur  contient 
ïf.  facteurs  a  de  plus  que  le  numérateur,  ce  qui  est  bien 

-l.;  on  peutdonc,  lorsqu'on  rencontre  l'une  quelconque 

a" 

de  ces  expressions,  y  substituer  l'autre. 


D'après  cette  observation,  la  quantité       ,^  considérée 
comme  ...o.i. 

peut  être  mise  sous  la  forme 

c'est-à-dire,  qu'on  peut  faire  passer  au  numérateur  tous 
les  facteurs  du  dénominateur,  en  affectant  leurs  exposons 
du  signe  — . 

Réciproquement,  lorsqu'une  quantité  renferme  des 
facteurs  affectés  d'exposans  négatifs  ,  on  les  met  au  dé- 
nominateur, en  donnant  le  signe  +  à  leurs  exposans  ; 
c'est  ainsi  que  la  quantité 


redevient 


a^b^  c-^d-^ 
a'^  b^ 


c^  d^' 
De  laformation  des  puissances  des  quantités  complexes. 

134.  Je  commencerai  par  observer  que  les  puissances 
des  quantités  complexes  s'indiquent  en  enveloppant  ces 
quantités  d'une  parenthèse ,  qu'on  affecte  de  l'exposant 
de  la  puissance.  L'expression 

par  exemple ,  désigne  la  troisième  puissance  de  la  quan- 
tité 4a^-^2ab  'i-5b\  On  marquerait  encore  cette 
puissance  comme  ci-dessous, 

4â:''^2â'b^5T^\ 

1 35.  Les  quantités  binômes  sont  les  plus  simples  après 

i3.. 
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les  monômes  ;  cependant ,  si  Ton  en  voulait  former  les 
puissances  par  des  multiplications  successives ,  on  ne  par- 
viendrait de  cette  manière  qu'à  des  résultats  particuliers 
pour  chaque  puissance ,  comme  le  sont  pour  la  deuxième 
et  la  troisième ,  ceux  que  j'ai  fait  remarquer  dans  le  nu- 
méro 34  :  on  formerait  cette  table  : 

(r+a)^  =  x^  4-  2  a  X  -f  a% 

{x^aY  =  or^  -f-  4  a  a>^  4-  6  a^  x^  +  4  a^  a;  +  «^ 
etc.; 

mais  on  ne  saisirait  pas  facilement  la  loi  des  coefîiciens 
numériques  de  ces  résultats.  En  réfléchissant  au  procédé 
de  la  multiplication ,  on  reconnaîti'a  que  les  coefficiens 
numériques  naissent  des  réductions  qu'entraîne  l'égalité 
des  facteurs  qui  forment  une  puissance ,  et  qu'en  empê- 
chant ces  réductions ,  on  rendra  la  composition  des  pro- 
duits plus  évidente. 

Pour  opérer  ces  effets,  il  suffit  de  donner  à  tous  les 
binômes  qu'on  multiplie ,  des  seconds  termes  différens  , 
de  prendre  ,  par  exemple , 

x-f-a,     x-j-b,     x+c,     x  +  d,     etc. 
En  effectuant  les  multiplications  que  je  vais  indiquer  » 
et  en  plaçant  dans  une  même  colonne  les  termes  affectés 
d'une  même  puissance  de  x,  il  est  aisé  de  trouver  que 


D       ALGEBRE.  197 

■j-bx 

-^bx^-\-acx 
"^-cx^-j-bcx 

ix-j-a){x-i-b)(x-\'cX^^-}-d)=:x^-\-ax^'^abx^'+-abcx+^  ^^  ' 

"{-bx^-^-  acx^-\-abdx 
-\-cx^-\-adx'^-\-acdx 
-^dx^-\-bcx''-\-bcdx 
-j-bdx"" 
•^cdx'^ 

iSans  pousser  plus  loin  ces  produits,  on  peut  déjà  recon- 
naître la  loi  de  leur  formation. 

En  concevant  que  tous  les  termes  affectés  de  la  même 
puissance  de  x ,  et  placés  dans  la  même  colonne ,  n'en 
forment  qu'un  seul ,  comme  ,  par  exemple  , 

ax^-{-bx^-^cx^-\-dx^={a'\-b-{-C'{'d)x\ 
et  ainsi  des  autres , 

1*'.  On  trouve  dans  chaque  produit  un  terme  de  plus 
qu'il  n'y  a  d'unités  dans  le  nombre  de  ses  facteurs  ; 

2".  L'exposant  de  xdans  le  premier  terme  est  le  même 
que  le  nombre  des  facteurs ,  et  va  en  diminuant  de  l'unité, 
d'un  terme  au  suivant  ; 

5°.  Laplus  haute  puissance  de  x  n'a  pour  coefficient 
que  l'unité;  celle  qui  la  suit,  ou  qui  a  une  unité  de  moins 
dans  son  exposant,  est  multipliée  par  la  somme  des  se- 
conds termes  des  binojnes  ;  celle  qui  a  deux  unités  de 
moins  dans  son  exposant ,  l'est  par  la  somme  des  divers 
produits  qu'on  obtient  en  multipliant ,  deux  à  deux  ,  les  . 
seconds  termes  des  binômes;  celle  quia  trois  unités  de 
moins  dans  son  exposant ,  l'est  par  la  somme  des  divers 
produits  qu'on  obtient  en  multipliant ,  trois  d  trois ,  les. 
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seconds  termes  des  binômes j  et  ainsi  de  suite  ;  eiifiuj  dans 
le  dernier  terme,  l'exposant  de  x  ,  étant  censé  égal  à 
zéro  (57) ,  se  trouve  composé  du  plus  haut  exposant , 
diminué  d'autant  d'unités  qu'il  y  en  a  dans  le  nombre 
des  facteurs,  et  ce  terme  contient  le  produit  de  tous  les 
seconds  termes  des  binômes. 

Il  est  facile  de  voir  que  la  forme  de  ces  produits  doit 
rester  soumise  aux  mêmes  lois,  quel  que  soit  le  nombre 
de  facteurs  ;  cependant  on  peut  encore  en  avoir  une 
preuve  autre  que  l'analogie. 

i36.  Il  est  d'abord  évident  que  tout  produit  de  cette 
espèce  doit  contenir  les  puissances  successives  de  x ,  de- 
puis celle  dont  l'exposant  est  égal  au  nombre  des  facteurs 
qu'on  a  multipliés ,  jusqu'à  celle  dont  l'exposant  est  zéro. 
Pour  désigner  généralement  le  résultat,  on  exprimera  ce 
nombre  par  la  lettre  m  •,  les  puissances  successives  de  x 
seront  indiquées  par 

x™,   x"^^',  0:"^%  etc.; 

on  metti'a  les  lettres     Ay  B,  C , F, 

pour  les  quantités  qui  doivent  les  multiplier,  à  partir  de 
^;n-i ..  jTj^gig  ]g  nombre  des  termes  qui  dépend  des  valeurs 
particulières  données  à  l'exposant  m,  demeurant  indéter- 
miné ,  tant  que  cet  exposant  n'est  point  fixé ,  on  ne  peut 
écrire  que  les  premiers  et  les  derniers  termes  de  l'expres- 
sion ,  et  on  indique  par  une  suite  de  points  les  termes  in- 
termédiaires qui  sont  sous-entendus. 

C'est  ainsi  que  la  formule 

j^m  _^  j  ^,m-»  _^  B  x'«-=^+  Cx^—^ -f-  K, 

représente  le  produit  d'un  nombre  quelcpnque  7?i  de  fac- 
teurs ,x-\-a,x-\-byX-\-CyX-\-d,  etc. 

Si  on  le  multiplie  par  un  nouveau  facteur  x  -f-  /,  il 
viendra 

-f    Ix^  ~\-lAx'''-'-\-lBx^-',  .  .  .  -f-/  YV 
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Il  est  évident ,  1°.  que  si  A  est  la  somme  des  m  seconds 
termes  a,  h^  c,  c?,  etc.,  A-\-l  sera  celle  des  m.  -|-  1  seconds 
termes  a,  è,  c,  J,etc.  Z,  et  que  par  conséquent  la  compo-  ^ 
sition  assignée  à  ce  coefficient  sera  vraie  pour  le  produit 
du  degré  771 -f-  i ,  si  elle  est  vraie  pour  celui  du  degré  m. 

e°.  Si  B  est  la  somme  des  produits  des  m,  quantités 
Uj  è  ,  c,  d ^  etc.  prises  deux  à  deux,  B  -\-lA  exprimera 
celle  des  produits  de  771 -f- 1  quantités  a,  è,  c,  f/,  etc.  /, 
prises  aussi  deux  à  deux;  car  A  étant  la  somme  des  pre- 
mières ,  lA  sera  celle  de  leurs  produits  par  la  nouvelle 
quantité  introduite  /  ;  donc  la  composition  assignée  sera 
vraie  pour  le  degré  771  -|-  1  >  si  elle  l'est  pour  le  degré  771. 

3°.  Si  C  est  la  somme  des  produits  des  m  quantités 
«,  h,  c,  d,  etc.  prises  trois  à  trois,  C  -f-  IB  sera  celle 
des  produits  des  771  -f  1  quantités  a,  b^  c,  c?,etc.  /,  prises 
aussi  trois  à  trois,  puisque  l  B  ,  d'après  ce  qui  précède  , 
exprimera  la  somme  des  produits  des  premières  prises 
deux  à  deux  ,  multipliés  par  là  nouvelle  quantité  intro- 
duite/: donc  la  composition  assignée  sera  vraie  pour  le 
degré  tti  -f-  1 ,  si  elle  a  lieu  pour  le  degré  m. 

On  voit  que  cette  manière  de  raisonner  s'étend  à  tous 
les  termes ,  et  que  le  dernier  /  Y  sera  le  produit  des 
771  -}-  1  seconds  termes, 

I^es  remarques  énoncées  dans  le  numéro  i35  étant 
vraies  pour  le  quatrième  degré,  par  exemule,  le  seront» 
suivant  ce  qu'on  vient  de  voir  ,  pour  le  cinquième,  pour 
le  sixième  ;  et  en  s'élevant  ainsi  de  degré  en  degré,  elles 
seront  prouvées  en  général. 

Il  suit  de  là  que  le  produit  d'un  nombre  quelconque 
771  de  facteurs  binômes  a: -f- fi,  x-]-b  ^x-\-CfX-\-dj  etc. 
étant  représenté  par 

x"^  -f-  A  x"^-'  +  B  :r«-«  -f  C  x'"-3  -f  etc. , 

y:/seratoujourslasomme  des  771  lettres  fi,  6,  c,  etc.,/?  celle 
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des  produits  de  c«s  quantités  prises  deux  à  deux,  C celle 
des  produits  de  ces  quantités  prises  trois  à  trois,  et  ainsi 
de  suite. 

Pour  embrasser  la  loi  de  cette  expression  dans  un  seul 
terme,  j'en  considérerai  un  placé  dans  un  rangindéterminé, 
et  que,  pour  cette  raison,  je  représenterai  par  A'^o:^-". 

Ce  terme  sera  le  second,  si  l'on  fait  n=:  i  ;  le  troi- 
sième, si  l'on  fait  nz=2',\e  onzième,  sil'on  fait  ti  =  i  o,  etc. 
Dans  le  premier  cas  ,  la  lettre  N  sera  la  somme  des  m 
lettres  a,  b,  c,  etc.  ;  dans  le  second  ,  celle  de  leurs  pro- 
duits deux  à  deux  ;  dans  le  troisième  ,  celle  de  leurs  pro- 
duits dix  à  dix  ;  et  en  général  celle  de  leurs  produits  n  à  h. 

iS»/,  Pour  changer  lès  produits 

(x-f-t2)   (x-f  Z»),   (x-f  fl)(x+ô)   (x-f  c), 

(a;  4- a)  (x-f- Z;)  (x- -f- c)  (a;  +  rf) ,  etc. , 
dans  les  puissances  de  x  -f-  a ,  savoir,  en 

(a7-f.a)4,  etc., 

il  suffit  de  faire  dans  les  développemens  de  ces  produits , 

q.:=ib'=.c:=d ,         etc. 

Toutes  les  quantités  qui  nluîtiplient  une  même  puissance 
de  X ,  deviendront  alors  égales  entr'elles  :  ainsi  le  coef- 
ficient du  second  terme  ,  qui,  dans  le  produit 

(,r-f  a)  (x'  +  è)  (a;-f  c)  (x  + J)  est  fl  +  Z/-f  c-f  J, 
se  changera  en  4  ^^  ;  celui  du  troisième  terme  dans  le 
même  produit ,   étant 

ah~\-ac-\'ad-\-bc-\-bd-jr^^y 
deviendra  6a*;  et  de  là  il  est  aisé  d'apercevoir  que  les 
coefliciens  des  diverses  puissances  de  x  se  changeront 
en  une  seule  puissance  de  a,  répétée  autant  de  fois  qu'ils 
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ont  de  termes,  et  marquée  parle  nombre  de  factem's  que 
contiennent  ces  termes.  Ainsi ,  le  coefTicient  iYqui  multi- 
plie la  puissance  a;'"~",  dans  le  développement  général, 
sera  la  puissance  n  de  a,  ou  a*,  répétée  autant  de  fois  qu'on 
peut  former  de  produits  différens  en  prenant  de  toutes  les 
manières  possibles  un  nombre  n  delettres  sur  un  nombre  ni; 
c'est  donc  à  la  recherche  du  nombre  de  ces  produits  qu'est 
ramenée  celle  du  coefficient  du  terme  affecté  de  x'"""". 

108.  Pour  parvenir  à  découvrir  le  nombre  dont  il  s'a- 
git, il  faut  d'abord  distinguer  les  arrangemenâ  ou  per- 
mutations ^  à.QS'çvoàmtè  ou  combinaisons.  Deux  lettres, 
a  etb,  ne  donnent  qu'un  produit,  mais  sont  susceptibles 
de  deux  arrangemens ,ab  et  b  a;  trois  lettres ^  abc,  qui 
ne  donnent  qu'un  produit ,  sont  susceptibles  de  six  ar- 
rangemens (SS)  ,  et  ainsi  de  suite. 

Afin  de  fixer  les  idées,  je  suppose  qu'il  y  ait  en  tout 
9  lettres , 

a,  b,  c,  d,  e,f,  g-,  //,  i, 

et  qu'il  soit  question  de  les  arranger  7  à  7  ;  il  est  évident 
qu'en  choisissant  comme  on  voudra  un  arrangement  de 
six  de  ces  lettres  ,  a  b  cdef,  par  exemple ,  on  pourra  y 
joindre  successivement  chacune  des  trois  lettres  restantes 
g,  /î  et  i,  et  on  aura  de  cette  manière  trois  arrangemens 
de  7  lettres ,  savoir  : 

a  b  c  d  efgj  a  b  c  d  efh,  a  b  c  d  efi. 
Ce  qu'on  vient  de  dire  sur  un  arrangement  particulier 
de  six  lettres,  conviendra  également  à  tous  ;  et  on  en  doit 
conclure  que  chaque  arrangement  de  six  lettres  en  don- 
nera trois  de  sept  lettres,  c'est-à-dire,  autant  qu'il  reste  de 
lettres  qui  n'y  sont  pas  employées.  Donc,  si  le  nombre  des 
arrangemens  de  six  lettres  est  représenté  par  P,  on  aura 
celui  des  arrangemens  de  sept  lettres  en  multipliant  P  par 
5  ou  9  —  6\  Rempla(;;ant  les  nombres  9  et  7  par  met  par/i, 
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et  regardante  comme  le  nombre  des  arrangemens  dont 
sont  susceptibles  m  lettres  prises  en  nombre  Ji  —  i,le  rai- 
sonnement ne  changera  pas,  et  on  aura  encore  pom'  le 
nombre  des  arrangemens  composés  de  n  lettres  , 

P  [771-— (71  —  1  )],       ou       P  (m—n-i-i). 

Cette  formule  renferme  implicitement  tous  les  cas  par- 
ticuliers. Pour  en  déduire,  par  exemple,  le  nombre  d'ar- 
rangemens  de  m  lettres  prises  deux  à  deux,  oufera7i=  2, 
ce  qui  donnera 

n —  1  =  1^ 

et  on  aura 

car  P  égalera  alors  le  nombre  de  lettres  prises  une  à  une  : 
il  résultera  donc  de  là 

m  (m— 2  +  1)         ou         77l(77l— -i). 

Posant   ensuite 

P=m(m—  1)       et       7i=3, 

on  trouvera  pour  le  nombre  d'arrangemens  dont  sont  sus- 
ceptibles m  lettres  prises  5  à  3, 

m  (771— 1)  (771  — 3-1-1  )=w  (m—  1)  (m  — 2). 
En  faisant 

Pz=:  m  {m  —  1  )  (  771  —  2  )   et  n  =  4 , 
on   obtiendra 

m  {m  —  1  )   (771  —  2  )   {m  —  3  ) 

pour  le  nombre  des  arrangemens  4^4-  ^^  calculera  donc 
ainsi  de  proche  en  proche  les  expressions  du  nombre  d'ar- 
rangemens formés  d'autant  de  lettres  qu'on  voudra  (*). 
139.  Pour  passer  maintenant  du  nombre  des  arran- 


{*)  Dans  CCS  arrangemens,  on  exclut  les  répétitions  de  la  même 
lettre,  parce  que  la  recherche  qui  nous  occupe  n'en  atlmct  point; 
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gemens  de  n  kttres,  à  c-elui  des  produits  difFérens> 
il  faut  connaître  le  nombre  d'arrangemens  dont  un 
même  produit  est  susceptible.  Pour  cela,  on  obser- 
vera que  si ,  dans  l'un  quelconque  de  ces  arrangemens , 
on  fixe  une  des  lettres  à  la  première  placé ,  on  pourra 
faire  entre  toutes  les  autres  autant  de  permutations  que 
le  comporte  un  produit  de  n —  i  lettres.  Je  prends  pour 
exemple  le  produit  ah  c  d  efg^  composé  de  7  lettres;  on 
peut,  en  laissant  a  à  la  première  place  ,  écrire  ce  pro- 
duit d'autant  de  manières  que  le  produit  de  six  lettres , 
bcdefg,  admet  d'arrangemens;  mais  chaque  lettre  du 
produit  proposé  peut  être  première  à  son  tour  :  ainsi , 
nommant  Ç  le  nombre  d'arrangemens  dont  est  suscep- 
tible un  produit  de  6  lettres ,  on  aura  Ç  X  7  pour  celui 
des  arrangemens  d'un  produit  composé  de  7  lettres.  Il  suit 
de  là  que  si  Ç  désigne  le  nombre  d'arrangemens  que  peut 
fournir  un  produit  de  tz  —  1  lettres ,  Qn  exprimera  le 
nombre  d'arrangemens  d'un  produit  de  n  lettres. 

Tous  les  cas  particuliers  se  déduisent  sans  peine  de 
cette  formule  ;  car  en  faisant  n=  2,  et  en  observant  que 
lorsqu'iln'y  a  qu'une  seule  lettre,  Q=:i, il  vient  1X2=2 
pour  le  nombre  des  arrangemens  d'un  produit  de  deux 
lettres  ;  prenant  ensuite  ()  r=r  1  X  2  et  7i  =  3 ,  on  aura 


mais  la  théorie  des  permutations  et  des  combinaisons,  servant  de 
base  an  calcul  do-sprobai)iliti;s,  présente  des  questions  où  cette  cir- 
constance peut  avoir  lieu.  Pour  en  colculer  l'efifet,  dans  l'exemple 
dont  je  me  suis  servi ,  il  suffira  d'observer  qu'on  peut  écrire  in- 
différemment chacune  des  9  lettres  a,  b,  c,  d,  e,  f,  g,  hy  i,  h 
la  suite  du  produit  de  6  lettres  a  b  c  d  ef.  En  nommant  donc  P  le 
nombre  d'arrangemens  de  cette  espèce,  on  aura  P  XQpour  le  nombre 
d'arrangemens  de  7  lettres.  Par  la  même  raison ,  si  P  désigne  le  nombre 
d'arrangemens  de  m  lettres  prises  n — i  h  n —  i  ,  celui  des  arrange- 
mens n  à  n  sev^Pm. 

Cela  posé ,  le  nombre  d'arrangemens  de  /n  lettres  prises  i  à  i  étant 
évidemment  m ,  celui  des  arrangemens  2  h  'i  sera  m  X  "»  ,  ou  W  •  ce- 
lui des  arrangemens  3  à  3  scraTOX"«X'«j  ou  vi'>\  et  enfin  z»"  expri- 
mera le  nombre  d'arrangemens  n  à  n. 
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iX2X3=6pour  le  nombre  d'arrangemens  d'un  produit 
de  trois  lettres  ;  faisant  encore  ()  =  i  X  2  X  3  et  ;j  =  4, 
il  enrésultera  iX2X3x4,ou  24 arrangemens  possibles 
dans  un  produit  de  4 lettres,  et  ainsi  de  suite. 

140.  Ce  qui  précède  étant  bien  compris,  il  est  facile 
de  voir  qu'en  divisant  le  nombre  total  des  arrangemens 
de  n  lettres ,  fourni  par  les  m  lettres  proposées ,  par  le 
nombre  des  arrangemens  dont  un  même  produit  est  sus- 
ceptible, on  aura  pour  quotient  le  nombre  des  produits^ 
différens  qu'on  peut  faire  en  prenant  de  toutes  les  ma- 
nières possibles  n  facteurs  parmi  ces  m  lettres.  Ce  nombre 

j  .     ,         P(t7i — n-f-i)   ,j.x  T. 

sera  donc  exprime  par  — ^^ — - — ■ — ^  (*)  ;  et  d  après  ce 

^       rr  P   (in  fi-f-l)  , 

qii  on  a  vu  n°  107 ,  — ^^ ! a''x'"~"seraleterme 

affecté  de  x'"-"  dans  le  développement  de  (x-f-a)'". 

Il  est  évident  que  le  terme  qui  précède  celui-ci,  sera 

.     ,         P  ^  1 

expnme  par  — a""*  ^^^m-n-hi  .  ^ar  en  remontant  vers   le 

premier  terme ,  l'exposant  de  x  augmente  d'une  imité  , 
et  celui  de  a  diminue  d'autant;  de  plus  ,  P  et  ()  sont  les 
quantités  relatives  au  nombre  n  —  1 . 


(*)  Il  est  à  propos  de  remarquer  quVn  y  faisant  successivement' 

,  p  (m  —  n-f.  t)   -     . 

la   formule devient 

qn 

m  (m  —  t  )     m  (m-—-t)  (m — 7^     m.{m — t)  (m — a)  {m — 3) 

—  ,  ^-r ,    5 — -. ,  etc., 

1  .  a        '  1.2.3  '  I . 2 . 3  .  4 

noiribrcs  qui  expriment  respectivement  combien  on  peut  faire  de  com- 
binaisons avec  un  nombre  quelconque  m  de  choses ,  en  les  prenant 
deux  a  deux ,  ou  trois  à  Crois  j  ou  f/uatre  à  quatre ,  clc. 
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p 

i4i.Sironfait--  =  M,  les  deux  termes  consécutifs 

indiqués  ci-dessus ,  deviendront 

71 

résultats  qui  montrent  comment  chaque  terme  du  déve- 
loppement de  (  x  +  «)'"  se  forme  de  celui  qui  le  précède. 
En  partant  du  premier  terme  ,  qui  est  x^  ^  on 
arrive  au  second  ,  en  faisant  zi  =  i  :  on  a  il/  =  i  , 
puisque  x^  n'a  pour  coefîicient  que  l'unité  •   et  il  en 

résulte  ax^~^  y  ou  —  ax^"^.   Pour  passer  au 

troisième  terme ,  on  fait  M:=z  —  et  71=2,  ce  qui  donne 

a^x^"^.  Le  quatrième  s'obtient  par  la  sup- 

,    ,_      771  Ctti —  1  )  _  ,  ,   .    , 

position  de  M== — ^ et  ti  =  0  ,  qui  conduit  a 

771(771 — 1)  (771 — 2)    ,        ,  .     .  ,        . 

^ =— ^  «^x'"""*,  et  ainsi  de  suite,  ce  qui 

1.2.3  *         ^ 

produit  la  formule 

(x-|-g)'»~a:'"-4-  —  OX^-^-f-^  ^  771  —  1  )  ^a^^-a 

1  1.2 

771(771 l)(771 2)      o      „     o     ,        ^ 

-I ^^ ^-^ — i  a?  o:'"-^  +  etc. , 

1.2.3 

que  l'on  peut  convertir  dans  cette  règle  : 

Pour  passer  d'un  terme  à  celui  qui  le  suit ,  multipliez 
le  coefficient  numérique  par  V exposant  de  x  dans  le  pre- 
mier ;  divisez  par  le  nombre  qui  marque  le  rang  de  ce 
terme;  augmentez  de  l'unité  l'exposant  de  a,  et  diminuez 
pareillement  celui  de  x. 

Quoiqu'on  ne  puisse  fixer  le  nombre  des  termes  de 
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cette  formule  qu'en  assignant  une  valeur  particulière  à 
771 ,  il  ne  doit  cependant  rester  maintenant  aucun  doute 
sur  la  loi  que  suivent  les  termes  de  la  formule ,  quel- 
qu'éloignés  qu'on  lea  suppose  du  premier-,  et  on  voit  que 

m  (m  —  i)  (m  —  q)  ....  (m  —  n-4-  i)    ^   „    „ 
— i^ d-1 — — ^ ii ! {  a"j:'"-" 

1.2.5....  71 

exprime  le  terme  qui  en  a  ti  avant  lui. 

Cette  dernière  formule  s'appelle  le  terme  général  de 
la  suite 

x^^H oo;'"-'  -A i^ '  a'' a:^-*  4- etc., 

1  1      .     a 

parce  qu'en  faisant  successivement 

71=1,       7ir=:2,       71=3,  etc., 

elle  donne  tous  les  termes  de  cette  suite. 

142.  Appliquons  maintenant  la  règle  du  numéro  pré- 
cédent à  la  formation  du  développement  de  (  :i;  +  a)^; 
le  premier  terme  étant 

x^     ou     a°ar^(37), 

le  second  sera 

5 

-à^oc^     ou     5  a  07^, 


a^x^    ou    loa^or' 


le  troisième 

5X4 
a 
le  quatrième 

— = — arx^     ou     loarx'^^ 
6 

le  cinquième  ^ 

10X2,  Ci 

y —  a^x     ou     oœx , 

le  sixième 

5  X  1 
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Le  développement  s'arrête  ici ,  parce  que  pour  passer 
au  terme  suivant,  il  faudrait  multiplier  par  l'exposant  de  x 
dans  le  sixième  ,  et  que  cet  exposant  est  zéro. 

C'est  aussi  ce  que  montre  la  formule  ;  car  le  septième 
terme  ayant  pour  coefficient  numérique  , 

m  {m — i)  (m  —  a)  (m  —  3)  (zn  —  4)  (^  —  5) 

;:   .2.3,4.5.6        ' 

contient  dans  le  cas  actuel ,  le  facteur  m  —  5  ,  qui  de- 
vient 5  —  5  ou  o  ;  et  ce  même  facteur  entrant  dans  les 
termes  qui  viennent  après  ,  les  rend  tous  nuls. 

En  réunissant  les  termes  que  j'ai  obtenus  ci-dessus, 
il  vient 

(  07  +  G)*=r=  x^  -f  5fza;4  -f-  1  oa^oc^  -f-  1  oa^x''  -f  Sa^x  -|-  œ", 

143.  On  déduirait  en  général  de  la  formule  du  nu- 
méro 141  ,  le  développement  de  la  puissance  quelconque 
d'un  binôme  quelconque.  Si  l'on  avait,  par  exemple,  à 
former  la  sixième  puissance  de  207^  —  ôa^ ,  il  suffirait 
de  remplacer  dans  la  formule  les  puissances  de  or  et  de  a 
par  celles  de  2.oc^  et  de  —  Sa^  respectivement,  puisque 
si  l'on  faisait 

Qx^  =z  x'     et     —  5  a^  =  a'  , 
on  aurait 

x'^  -f    Qa'xf^  -I-  iba^'x'^  -I-  2oa^V3 
+  iSa!^x'--\-Qa!^x'  +  a'^     (i4i), 
et  il  resterait  à  substituer  pour  x^  et  pour  a'  les  quantités 
que  ces  letti'es  désignent.  On  trouverait 
(2a7'^)6-f.    6(  — 5a3)   {^oc^y  ^  iS  {^ba?y  (^2a^y 
4.2o(  — 5a3)'^  (2x3)3+15  (  —  5a3)4  {<ix^y 
-f.    6(  — 5a3)5(2o::3)  4.(^5^3)6^ 

—  2ooooa9o:9-f- 57500  a^* 07^ 
— -SjÔGoa^V-f-  16625  a^^. 
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Les  termes  de  ce  développement  sont  alternative- 
ment positifs  et  négatifs  ;  et  il  est  visible  qu'il  en  sera 
toujom's  de  même  ,  lorsque  le  second  terme  du  binôme 
proposé  aura  le  signe  — . 

144.  On  prépare  la  formule  du  numéro  i4i  ,  d'une 
manière  qui  en  facilite  l'application  dans  les  cas  ana- 
logues au  précédent. 

En  observant  que  ♦    - 

^TTl  ^m  ^Tfl 

elle  peut  être  écrite  ainsi 

x"»  H x"  H ^^ --  x*"  -f  etc. , 

ce  qui  revient  à 

m  {m  —  1  )  a* 


+ 


f  m  a       m  {m  —  i)a* 

\  ^"^  Tx~^      1     .    2      T^ 

-f-etc.|. 


m  {tu — i)  (m  —  2)  a^ 


en  isolant  le  facteur  commun  x^.    Pour  calculer  par 
cette  formule  ,  il  faut  former  la  suite  des  nombres 

m  m  —  1  m  —  2  m — 3 

multiplier  d*  abord  le  premier  par  la  fraction  -  ,  puis  le 
résultat  par  le  second,  et  encore  par  la  fraction  -  ,  puis 

encore  le  résultat  par  le  troisième  et  par  lafractiojr^  et 

ainsi  de  suite;  ajouter  la  somme  de  ces  termes  d  l'unité, 
et  enfin  multiplier  le  tout  par  le  facteur  x*". 

Dans  l'exemple  (2x'  —  5a' )^,  il  faut  écrire  (qx^Y  à 
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5  Cl  Cl 

la  place  de  x^,  et -3  à  celle  de  -.   Je  laisserai  au 

lecteur  le  soin  d'effectuer  le  calcul  (*). 

145.  On  ramène  facilement  le  développement  de  la 
puissance  d'un  polynôme  quelconque ,  à  celui  des  puis- 
sances du  binôme,  ainsi  que  je  vais  le  montrer,  en  for- 
mant la  troisième  puissance  du  trinôme   a-^  b  -^  c. 

Je  fais  d'abord  ô  -f-  c  :=  m ,  et  j  obtiens 

mettant  ensuite  pour  m  le  binôme  ô  -f-  c ,  qu'elle  re- 
présente, j'ai 

Il  ne  reste  plus  qu'à  développer  les  puissances  du  binôme 
b  -j-  Cj  et  à  effectuer,  sur  ces  puissances,  lesmultiplica^- 
tions  indiquées,  ce  qui  donnera 

4-  Sa'c  -f-  Sabc  -f-  3^c 
-f-  5a(f  4-  dbc'' 

De  V extraction  des  racines  des  quantités  complexes. 

146.  Ayant  exposé  la  composition  des  puissances 
des  quantités  complexes,  je  vais  passer  à  l'extraction 
de  leurs  racines ,  en  commençant  par  la  racine  cu- 
bique des  nombres. 

Pour  opérer  l'extraction  de  la  racine  cubique  des 


(*)  La  formule  du  deVeloppemeut  de  (a: +0)'"  convient  à  toutes 
les  valeurs  de  l'exposant  m,  et  s'applique  e'galcment  au  cas  où  cet 
exposant  serait  fractionnaire  ou  négatif.  Cette  propriété',  qui  est  très 
importante,  est  prouvée  dans  le  Complément  de  ce  Traité 
Eleni,  d'Jl^èbre,  14^  édition.  j4 
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nombres  ,  il  faut  d'abord  connaître  les  cubes  des  nom- 
bres d'un  seul  chiffre  -,  on  les  trouvera  dans  la  seconde 
ligne  de  la  table  ci-dessous  : 

133466789 
1        8      27      64    125    216    343    ^12    729 

et  le  cube  de  10  étant  1000 ,  tout  nombre  de  trois  chif- 
fres ne  renferme  que  le  cube  d'un  nombre  d'un  seul. 

La  formation  du  cube  d'un  nombre  de  deux  chiffres 
s'opère  d'une  manière  analogue  à  celle  du  quarré  \  car 
en  décomposant  ce  nombre  en  dixaines  et  en  unités , 
désignant  ensuite  les  premières  par  a^  les  secondes  par 
h  y  il  vient 

(  a  -f-  3  )'^  =  a3  ^  '5a^b  -f  '5ab^  -f-  b^ , 

ce  qui  fait  voir  que  le  cube,  ou  la  troisième  puissance 
d'un  nombre  composé  de  dixaines  et  d'unités ,  renfenne 
quatre  parties ,  savoir  :  le  cube  des  dixaines ,  trois  fois 
le  quarré  des  dixaines  multiplié  par  les  unités ,  trois  fois 
les  dixaines  multipliées  par  le  quarré  des  unités,  enfin 
le  cube  des  unités. 

Soit  /^j  le  nombre  dont  on  demande  la  troisième  puis- 
sance ;  en  faisant  a^=.  ^  dixaines  ou  ^o,  ô  =  7  unités, 
on  trouvera 

a^  =  64000 

5  d'b  =  33600 

'6a¥—    588o 

b^  =      343 

Total io3823  ■==^  4,7  X  47  ^X  47. 

Pour  revenir  maintenant  du  cube  io3823  à  sa  ra- 
cine 47  »  o^  remarquera  d'abord  que  64000  ,  cube 
des  dixaines  4 ,  n'a  point  de  chiffres  significatifs  d'un 
ordre  inférieur  aux  mille  ;  on  peut  donc  ,  dans  la 
r«clierche  du  cube  des  dixaines,  faire  abstraction  des 
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centaines,  des  dixaines  et  des  unités  du  nombre  io3823. 
D'après  cela  ,   en  disposant  l'opération   comme  pour 
l'extraction  de  la  racine  quarrée ,  on  séparera  les  trois 
premiers  chiffres  sur  la  droite  par  une   loSjSaS    I  4/ 
virgule  ;  le  plus  grand  cube  contenu  "77  /o 

dans  io3,  sera  celui  des  dixaines.  On  

\iiYra  par  la  table  précédente  que  ce     5c)  8,23 
cube  est  64  ,  dont  la  racine  est  4  '>  on  posera  donc  4  à  la 
place  destinée  à  la  racine.  On  retranchera  ensuite  6/^ 
de  io3  ;  et  à  côté  du  reste  39  ,  on  abaissera  les  trois 
derniers  chiffres.  Le  reste  total,  3^9823  ,  contiendra  en- 
core trois  parties  du  cube ,  savoir ,  trois  fois  le  quarré 
des  dixaines  multiplié  par  les  unités  ,  ou  3a^b ,  trois 
fois  les  dixaines  multipliées  par  le  quarré  des  unités  , 
ou  5  ab''  y  et  le  cube  des  unités  ,  ou  b^.  Si  l'on  avait  la 
valeur  du  produit  5a^b  ,  comme  on  connaît  déjà  les 
dixaines  a,  en  divisant  ce  produit  par  3a%  on  obtien- 
drait les  unités   b  ;  mais  quoiqu'on  ne  connaisse  pas 
Za'b ,  on  sait  cependant  que  ce  produit  ne  doit  avoir 
aucun  chiffre  significatif  d'un  ordre  inférieur  aux  cen- 
taines ,  puisqu'il  contient  le  facteur  a"  qui  exprime  le 
quarré  des  dixaines  :  il  ne  peut  donc  se  trouver  que 
dans  la  partie  398  ,  qui  reste  du  nombre  39823,  après 
qu'on  en  a  séparé  les  dixaines  et  les  unités,  partie  qui 
contient  en  outre  les  centaines  que  fournissent  le  produit 
5ab^  des  dixaines  par  le  quaiTé  des  unités,  et  le  cube  b^ 
des  unités. 

-  En  divisant  398  par  48,  qui  exprime,  dans  l'exemple 
proposé ,  le  triple  quarré  des  dixaines ,  3a^  ou  3  X 1 6 ,  on 
trouvera  pour  quotient  8;  mais  ce  qui  précède  fait  voir 
qu'on  ne  doit  pas  adopter  ce  chiffre  pour  les  unités  de 
la  racine  cherchée  sans  l'avoir  vérifié,  et  cela  en  formant 
les  trois  dernières  parties  du  cube  que  doit  contenir  le 
reste  3989,3.   En  faisant  b  —  S  ,  on  trouve 

14.. 
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3«*^>  =  384oo 
3ab'=    7680 


Total 46692 

et  ce  résultat ,  surpassant  SqBgS,  prouve  qu'il  faut  dimi- 
nuer le  nombre  8  pris  pour  les  unités.  En  essayant  7  de 
la  même  manière ,  on  voit  qu'il  satisfait  aux  conditions, 
et  que  par  conséquent  ^7  est  la  racine  demandée. 

Au  lieu  de  faire  la  vérification  que  je  viens  d'em- 
ployer, on  préfère  ordinairement  d* élever  immédiate- 
ment au  cube  le  nombre  qu'expriment  les  deux  chiffres 
trouvés ,  en  le  multipliant  par  son  quarré.  En  opérant 
ainsi  sur  48 ,  on  trouvera 

48  X48X  48=110592, 

et  ce  nombre ,  étant  plus  grand  que  le  proposé  io3823, 
montre  encore  que  le  chiffre  8  est  trop  fort. 

147.  Ce  qu'on  a  pratiqué  sur  l'exemple  ci-dessus  doit 
s'effectuer  de  même  sur  tous  les  nombres  exprimés  par 
plus  de  trois  chiffres  et  moins  de  7.  Ayant  séparé  les 
trois  premiers  vers  la  droite  ,  on  cherchera  le  plus  grand 
cube  contenu  dans  la  partie  restante  à  gauche  ;  on  por- 
tera sa  racine  à  la  place  qui  lui  est  destinée  ;  on  retran- 
chera ce  cube  de  la  partie  du  nombre  proposé  sur  la- 
quelle on  a  opéré  ;  à  côté  du  reste  ,  on  abaissera  les  trois 
derniers  chiffres;  on  séparera  les  dixaines  et  les  unités, 
et  on  divisera  ce  qui  reste  à  gauche  par  le  triple  du 
quarré  des  dixaines  trouvées  ;  mais  avant  d'écrire  le 
quotient  à  la  racine  ,  on  le  vérifiera  en  élevant  au  cube 
le  nombre  qu'exprime  ce  chiffre  joint  aux  dixaines 
connues.  Si  le  résultat  de  cette  opération  est  trop  fort, 
on  diminuera  le  chiffre  des  unités  ;  on  procédera  à  une 
nouvelle  vérification  ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'on 
trouve  un  résultat  égal  au  nombre  proposé  ,  ou  moindre 
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qi4e  ce  nombre  ,  s'il  n'est  pas  un  cube  parfait.  Dans  ce 
cas  ,  la  racine  trouvée  n'est  que  celle  du  plus  grand 
cube  qu'il  contient.  Comme  on  a  souvent  des  restes  très 
considérables ,  voici  à  quoi  on  pourra  reconnaître  si  1® 
chiffre  des  unités  n'est  pas  trop  faible. 

Le  cube  dea  -\-b ,  lorsqu'on  fait  6=  i ,  devient  celui 
de  a  -f~  1 ,  et  a  pour  expression 

a'+3a^-i-3a-f  1, 
quantité  qui  surpasse  a^,  cube  de  a,  de 

Sa"  -f.  3a  -h  1. 
Il  suit  de  là  que  tant  que  le  reste  d'une  extraction  de 
la  racine  cubique  sera  moindre  que  trois  fois  le  quarré 
de  la  racine  ,  plus  trois  fois  la  racine ,  plus  V unité , 
cette  racine  ne  sera  pas  trop  faible. 

148.  Pour  extraire  la  racine  de  io58â38i7,  on  ob- 
servera d'abord  que,  quel  que  soit  le  nombre  de  chiffres 
de  cette  racine ,  si  on  la  décompose  en  unités  et  dixaines , 
le  cube  de  celles-ci  ne  pourra  faire  partie  des  trois 
derniers  chiffres  vers  la  droite  ,  et  devra  par  consé- 
quent se  trouver  dans  io5825.  Mais  le  plus  grand  cube 
contenu  dans  io5823  aura  plus  d'un  chiffre  à  sa  racine  , 
qui  pourra  par  conséquent  se  décomposer  en  unités  et 
dixaines  ;  et  le  cube  de  ces  dixaines  ,  ne  descendant  pas 
au-dessous  des  mille,  ne  pourra  faire  partie  des  trois  der- 
niers chiffres  823.  Si,  après  la  séparation  de  ceux-ci ,  il 
restait  encore  plus  de  trois  chiffres  vers  la  gauche ,  on  ré- 
péterait le  raisonnement  précédent,  et  l'on  parviendrait 
ainsi  à  marquer  la  place  du  cube  des  unités  de  l'ordre 
le  plus  élevé  de  la  racine  cherchée,  en  partageant  le 
nombre  proposé  en  tranches  de  trois  chiffres ,  en  allant 
de  droite  à  gauche  ,  la  dernière  pouvant  en  contenir 
moins  de  trois. 

Cela  posé  ,   après  fivoir  préparé  l'opération  comme 
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à  l'ordinaire  ,  on  cherchera  d'abord ,  par  la  règle  du 
a°  précédent,   la  racine  cubique  105,820,817     4?'^ 


des  deux  premières  tranches  à        g  . 
gauche  ,  et  on  trouvera  4?  pour 


48 
G627 


résultat  ;  on  retranchera  le  cube  4^  ^>23 
de  ce  nombre  des  deux  tranches  io3  823 
qui  le  contiennent  •,à  côté  du  reste  20008  17 

2000,  on  abaissera  la  tranche  sui-      ^^  g^^  g 

vante  8 1 7,  et  le  nombre  20008 1 7 

doit  renfermer  les  trois  dernières  00c  000  000 
parties  du  cube  d'un  nombre  dont  /jj  exprime  les  dixai- 
nes,  et  dont  on  cherche  les  unités:  on  trouvera  donc 
ces  unités,  comme  dans  l'exemple  du  numéro  cite  ,  en 
séparant  les  deux  derniers  chiffres  vers  la  droite  du 
reste ,  et  en  divisant  la  partie  à  gauche  par  6G27,  triple 
du  quarré  de  47-  On  vérifiera  le  quotient  3  ,  en  élevant 
^^73  au  cube ,  et  on  trouvera  pour  résultat  le  nombre  pro- 
posé lui-même ,  parce  que  ce  nombre  est  un  cube  parfait. 

L'explication  de  l'exemple  ci-dessus  peut  tenir  lieu 
de  règle  générale.  Si  le  nombre  proposé  avait  une  tranche 
de  plus,  on  continuerait  l'opération  comme  on  l'a  fait 
pour  la  troisième  ;  et  il  ne  faudrait  pas  manquer  de 
mettre  un  zéro  à  la  racine,  si  le  nombre  à  diviser  sur 
la  gauche  du  reste  ,  ne  contenait  point  celui  par  lequel 
il  faut  le  diviser  :  on  descendrait  alors  la  tranche  sui- 
vante ,  et  on  opérerait  sur  cette  tranche  réunie  au  reste  , 
comme  sur  les  précédentes. 

149.  Puisque  le  cube  d'une  fraction  s'obtient  enmul- 
tipliant  celte  fraction  par  son  quarré  y  ou,  ce  qui  re-^ 
vient  au  même  ,  en  cubant  son  numérateur ,  et  en  cubant 
son  dénominateur ,  il  s'ensuit  qu'on  retombera  sur  la 
jacine,  en  prenant  celle  du  nouveau  numérateur  et  celle 

5 
du  nouveau  dénominateur.  Le  cube  de  »; ,  par  exemple. 
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est  -î-^*,  prenant  la  racine  cubique  de  126  et  celle  de 

210 

216  ,  on  retrouve^. 

Tel  est  le  procédé  qu'il  faut  suivre  lorsque  le  numé- 
rateur et  le  dénominateur  sont  tous  deux  des  cubes  par- 
faits :  mais  lorsque  cela  n'a  pas  lieu  ,  on  s'épargne  la 
peine  d'extraire  la  racine  du  dénominateur,  en  mul- 
tipliant par  son  quarré  les  deux  termes  de  la  fraction 
proposée  ;  car  le  dénominateur  résultant  de  cette  opé- 
ration se  trouve  le  cube  du  dénominateur  primitif,  et 
il  ne  reste  qu'à  prendre  la  racine  du  numérateur.  Si  l'on 

3 
avait,  par  exemple,  ■= ,  en  multipliant  les  deux  termes 

de  cette  fraction  par  26 ,  quarré  du  dénominateur,  on 
aurait  76 

5x5x5^ 
la  racine  du  dénominateur  est  5  :  quant  à  celle  de  76 ,  on 
trouve  qu'elle  est  entre  4  et  5.  En  se  bornant  à  4,  on  alira 

F  pour  la  racine  cubique  de  p  ,  à  moins  d'un  cinquième 

près.  Pour  avoir  une  exactitude  plus  grande ,  il  faudra 
extraire  la  racine  approchée  de  76  par  les  moyens  que 
j'indiquerai  plus  bas. 

Lorsque  le  dénominateur  sera  déjà  un  quarré  parfait^ 
il  suffira  de  multiplier  les  deux  termes  de  la  fraction  par 
la  racine  quarrée  du  dénominateur.   Ainsi  pour  trouver 
la  racine  cubique  de  4  ,  je  multiplie  les  deux  termes  par 
3,  racine  quarrée  de  9,  et  j'obtiens 


3x3x3' 
prenant  la  racine  du  plus  grand  cube  8  contenu  dans  12, 
il  vient  3  pour  la  racine  cherchée  ,  à  moins  d'un  tiers. 
l5o.  Il  suit  des  n°  97,  98  et  126,  que  les  puissances 
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des  fractions  irréductibles  sont  aussi  des  fractions  irré- 
ductibles ,  et  que  par  conséquent  la  racine  cubique  d'un 
nombre  qui  n'est  pas  un  cube  parfait,  ne  peut  s'exprimer 
exactement  par  aucune  fraction  ,  quelque  grand  que  soit 
le  dénominateur  :  c'est  donc  une  quantité  irrationnelle , 
mais  d'une  espèce  différente  de  la  racine  quarrée  ;  carie 
plus  souvent  il  est  impossible  d'exprimerl'une  par  l'autre. 

i5i.  On  pourrait  obtenir  la  racine  cubique  appro- 
chée, par  le  moyen  des  fractions  ordinaires,  en  se  ser- 
vant d'un  procédé  analogue  à  celui  que  j'ai  fait 
connaître ,  n°  io3  ,  sur  la  racine  quarrée,  et  trop  facile 
à  imaginer  pour  que  je  m'y  arrête  ,  vu  qu'il  serait  d'ail- 
leurs peu  commode. 

La  meilleure  manière  d'employer  les  fractions  ordi- 
naires pour  cette  recherche ,  consiste  à  extraire  la  racine 
en  fractions  d'une  espèce  donnée.  Pour  obtenir ,  par 
exemple  ,  la  racine  cubique  de  aa ,  à  moins  d'un  cin- 
quième d'unité^  on  observera  que  le  cube  de  i- est  ,~y  ,  et 
on  réduira  par  conséquent  aa  en  ^j^  '  ^^  racine  de  a/ôo, 
étant  prise  en  nombre  entier,  on  aura  V  >  ^^  ^  f  >  pour 
celle  de  aa. 

i5a.  Le  moyen  le  plus  en  usage  pour  extraire  par 
approximation ,  la  racine  cubique  d'un  nombre ,  consiste 
à  convertir  ce  nombre  en  fraction  décimale ,  mais  en 
observant  que  ce  ne  peut  être  qu'en  millièmes  ou  en 
millionièmes,  etc.,  parce  que  les  dixièmes  deviennent 
des  millièmes  lorsqu'on  les  élève  à  la  troisième  puis- 
sance ,  les  centièmes  se  changent  en  millionièmes ,  et 
en  général ,  le  nombre  des  chiffres  décimaux  qui  se 
trouvent  au  cube  est  triple  de  celui  que  contient  la 
Tucme.  Il  faut  conclure  de  là  qu'on  doit  mettre  à  la  suite 
du  nombre  proposé  ,  trois  fois  autant  de  zéros  qu'on 
veut  avoir  de  décimales  à  sa  racine.  On  fera  ensuite 
l'extraction  d'après  les  règles  exposées  dans  ce  qui  pré- 
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cède ,  et  on  séparera  au  résultat  le  nombre  demandé  de 
chiffres  décimaux. 

Si  l'on  voulait  avoir,  par  exemple ,  la  racine  cubique 
de  327 ,  à  moins  d'un  centième  près ,  on  écrirait  six 
zéros  à  la  suite  de  ce  nombre,  et  on  extrairait,  d'après 
la  règle ,  la  racine  de  327000000.  Voici  l'opération  : 


327,000,000 

688 

216 

108 

1110,00 

3i4  432 

13872 

12  568o,oo 
325  660  672 

1  339  328 

On  séparerait  ensuite  deux  chiffres  décimaux  sur  !a 
droite  du  résultat ,  et  on  aurait  6,88  ;  mais  il  sera  plus 
exact  de  prendre  6,89  ,  parce  que  le  cube  de  ce  dernier 
nombre,  quoique  plus  fort  que  327  ,  en  approche  da- 
vantage que  celui  de  6,88. 

Si  le  nombre  proposé  contenait  déjà  des  décimales , 
'1  faudrait,  avant  de  commencer  l'extraction,  mettre  à 
sa  droite  autant  de  zéros  qu'il  serait  nécessaire  pour 
rendre  le  nombre  de  chiffres  décimaux  multiple  de  3. 
Soit,  par  exemple,  0,07 ,  on  écrira  0,070  :  prenant  la' 
racine  de  70  millièmes,  on  trouvera  0,4.  Pour  pousse^ 
l'exactitude  jusqu'aux  centièmes  ,  il  faudrait  mettre 
encore  trois  zéros  de  plus ,  ce  qui  ferait  0,070000.  La 
racine  de  70000,  extraite  en  nombres  entiers ,  étant  4i  j 
celle  de  0,07  ,  à  moins  d'un  centième  près  ,  serait  o,4i- 

i53.  Après  avoir  fourni  les  moyens  d'extraire  la  ra- 
cine quarrée  et  la  racine. cubique  des  nombres,  la  for- 
mule du  binôme  conduit  à  un  procédé  analogue  pour 
obtenir   la  racine  d'un  de^ré  quelconque;  mais  avant 
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d'exposer  ce  procédé,  je  ferai  quelques  remarques  sur 
l'extraction  des  racines  dont  l'exposant  est  un  nombre 
qui  a  des  diviseurs. 

L'extraction  de  la  racine  quatrième  peut  s'effectuer 
au  moyen  de  deux  extractions  successives  de  la  racine 
quarrée,  car  en  prenant  d'abord  la  racine  quarrée  d'une 
quatrième  puissance,  de  a^^  par  exemple,  on  tombe  sur 
le  quarré,  ou  cû- ,  résultat  dont  la  racine  quarrée  esta, 
ou  la  quantité  cherchée. 

On  verra  de  même  que  trois  extractions  successives 
de  la  racine  quarrée  équivalent  à  l'extraction  de  la  ra- 
cine huitième  ,  puisque  la  racine  quarrée  de  c^  est  a^  y 
que  celle  de  a*  est  cû- ,  et  qu'enfin  celle  de  a?  es^  a. 

Il  est  évident  de  cette  manière  ,  que  toute  racine  d'un 
degré  marqué  par  quelqu'un  des  nombres  2,4,8,  16, 
32,  etc.,  c'est-à-dire  par  une  puissance  de  2,  s'obtiendra 
par  une  suite  d'extractions  de  la  racine  quarrée. 

Les  racines  dont  les  exposans  ne  sont  pas  des  nombres 
premiers  ,  peuvent  se  ramener  à  d'autres  d'un  degré 
moins  élevé  ;  la  racine  sixième ,  par  exemple ,  s'obtiendra 
par  une  extraction  de  la  racine  quarrée  suivie  d'une 
extraction  de  la  racine  cubique.  Pour  s'en  convaincre, 
il  sufRt  d'observer  qu'en  opérant  ainsi  sur  a^ ,  on  trouve 
d'abord  c^ ,  puis  a  \  on  pourrait  aussi  prendre  d'abord 
la  racine  cubique  ,  ce  qui  donnerait  a^,  puis  la  racine 
quarrée,  et  on  aurait  a. 

i54-  Je  passe  maintenant  à  la  méthode  générale,  que 
j'appliquerai  au  cinquième  degré.  Sa  marche  sera  plus 
facile  à  saisir  sur  un  cas  particulier;  et  en  la  rapprochant 
des  règles  que  j'ai  données  pour  l'extraction  de  la  racine 
quarrée  et  pour  celle  de  la  racine  cubique ,  on  verra 
tans  peine  comment  il  faut  opérer  pour  un  degré  quel- 
conque. 
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Soit  donc  à  extraire  la  racine  cinquième  de  aSi  554007. 
J'observe  d'abord  que  le  plus  petit  nombre  de  2  chiffres, 
c'est-à-dire  10,  en  a  six  à  sa  cinquième  puissance ,  qui 
est  lOGOOO ,  et  j'en  conclus  que  la  racine  cinquième  du 
nombre  proposé  a  au  moins  deux  chiffres  :  je  pourrai 
donc  représenter  cette  racine  par  a  -{-  b  y  a  étant  les 
dixaines  ,  et  b  les  unités  ;  et  le  nombre  proposé  aura 
pour  expression 

(  a  -f.  è)5  =  a5  _|_  5^4^  _f_  loa^b^  -f  etc. 

Je  ne  développe  point  tous  les  termes  de  cette  puissance, 
parce  qu'il  sufïit  de  connaître  la  composition  des  deux 
premiers ,  ainsi  qu'on  va  le  voir. 

Cela  posé ,  il  est  évident  que  a^,  ou  la  cinquième  puis- 
sance des  dixaines  de  cette  racine  ,  ne  pouvant  descendre 
au-dessous  des  centaines  de  mille ,  ne  fait  point  partie 
des  cinq  premiers  chiffres  à  droite  ;  je  sépare  donc  ces 
cinq  chiffres.  S'il  en  restait  plus  de  cinq  à  gauche ,  je 
ferais  à  leur  égard  le  même  raisonnement  que  tout  à 
l'heure  ,  et  je  séparerais  ainsi  le  nombre  proposé  en 
tranches  de  cinq  chiffres,  en  allant  de  droite  à  gauche: 
la  dernière  de  ces  tranches  vers  la  gauche  contiendra 
la  cinquième  puissance  des  unités  de  l'ordre  le  plus  élevé 
qui  soit  dans  la  racine. 


En  formant  les  cinquièmes  puis-     _  ^  ^ 
sances  des  nombres  d'un  seul  chiffre , ^  ^ 
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je  reconnais  que  23i5  tombe  entre   1024 

la  cinquième  puissance  de  4,  qui  est"        5  /  ^  ^g^ 

1024,  et  celle  de  5,  qui  est  3i 25.  ^ 

Je  prends  donc  4  pour  les  dixaines  de  la  racine  cher- 
chée 'j  et  retranchant  la  cinquième  puissance  de  ce  nom- 
bre, ou  1024,  de  la  première  tranche  du  nombre  proposé, 
j'ai  pour  reste  1291 ,  à  côté  duquel  je  descends  la  tranche 
suivante.  Le  nombre  qui  en  résulte  doit  contenir  les 
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fermes  5a^b-\-  loa^b^  -\-  etc.  restant  de  (a  -f.^)5^  après 
qu'on  en  a  retranché  œ"  ;  mais  le  plus  élevé  de  ces  ternies 
est  ba^b ,  ou  cinq  fois  la  quatrième  puissance  des  dixaines 
multipliée  par  les  unités ,  parce,  qu'il  ne  descend  pas  au- 
dessous  des  dixaines  de  mille.  Pour  le  considérer  en  par- 
ticulier ,  on  séparera  les  4  derniers  chiffres  sur  la  droite , 
qui  n'en  font  point  partie ,  et  le  nombre  12316 ,  restant 
à  gauche,  contiendra  ce  terme,  plug  les  dixaines  de  mille 
provenant  des  termes  qui  le  suivent.  On  voit  donc  qu'en 
divisant  12916  par  ba^  ^  ou  cinq  fois  la  quatrième  puis- 
sance des  4  dixaines  trouvées ,  on  ne  parviendra  qu'à 
approcher  des  unités.  La  quatrième  puissance  de  4  est 
266  ;  son  quintuple  s'élè^^e  à  1280  ;  divisant  12916  par 
1280,  on  trouverait  10  pour  quotient;  mais  on  ne  sau- 
rait mettre  plus  de  9  à  la  racine  ,  et  il  faut  même ,  avant 
d'adopter  ce  chiffre  ,  essayer  si  la  racine  49  qu'il  donne, 
en  le  joignant  aux  4  dixaines  qu'on  a  dé)à,  ne  produis 
pas  une  cinquième  puissance  plus  forte  que  le  nombre 
proposé.  On  trouve  de  cette  manière  qu'il  faut  diminuer 
)e  nombre  49  de  deux  unités ,  et  que  la  vraie  racine  çsl; 
47 ,  avec  un  reste  égal  à  2209000  ;  car  la  cinquième  puis- 
sance de  4?  est  229346007  ;  c'est-à-dire  que  la  racine 
exacte  du  nombre  proposé  tombe  entre  47  et  48. 

S'il  y  avait  une  tranche  de  plus,  on  l'abaisserait  pour 
la  joindre  au  reste  qu'ont  laissé  les  deux  premières 
tranches ,  après  la  soustraction  de  la  cinquième  puis- 
sance deà  deux  chiffres  déjà  trouvé^;  o\\  opérerait  ?ur 
ce  reste  comme  on  a  fait  sur  Je  précédent ,  et  ainsj 
de  suite. 

D'après  ce  qu'on  vient  de  lire  ,  il  est  facile  d'étendre 
^u  cas  actuel  les  règles  données ,  tant  pour  extraire  la 
racine  quarrée  et  la  racine  cubique  des  fractions,  que 
pour  approcher  des  racines  des  puissances  imparfaites 
de  ces  degrés. 
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i55.  C'est  par  des  procédés  fondés  sur  les  mêmes 
principes,  qu'on  parvient  à  extraire  les  racines  de? 
quantités  littérales  ;  l'exemple  suivant  sufiira  pour  mon- 
trer comment  on  doit  s'y  prendre  dans  un  degré  quel- 
conque. 

On  a  trouvé,  dans  le  n°  i43,  la  sixième  puissance 
de  2  x^  —  5  c^  ;  je  reprends  cette  puissance  pour  en  ex- 
traire la  racine  sixième  ,  et  pour  cela  je  la  dispose 
comme  il  suit  : 

G^î8 — ^Q<xPx^^'{-Soôoa^x^^  — 2ooooa9jt9 

-f-i5625a»8 
— 64r^» 


2x^ — 5â* 


i92u;'^ 


reste     —  qGoa^x'^  -}-  etc. 

La  quantité  proposée  étant  ordonnée  par  rapport  à  x, 
son  premier  terme  doit  être  la  sixième  puissance  du 
premier  terme  de  la  racine  ordonnée  de  la  même  ma- 
nière ;  prenant  en  conséquence  la  racine  sixième  de 
64^^^,  suivant  la  règle  du  n°  129,  on  a  qx^. 

En  élevant  ce  résultat  à  la  sixième  puissance ,  et  ïa 
soustrayant  de  la  quantité  proposée,  le  reste  qu'on 
obtient,  commence  nécessairement  par  le  deuxième 
terme  du  développement  de  la  sixième  puissance  des 
deux  premiers  termes  de  la  racine.  Or ,  dans  Tex- 
pression 

(  a  -f-  Z>  )6  :=:  û6  -f.  Qa^  b  +  etc., 

ce  terme  est  le  produit  de  six  fois  la  cinquième  puis- 
sance du  premier  terme  de  la  racine  par  le  second  ;  et 
si  on  le  divisait  par  6a^,  le  quotient  serait  le  second 
terme  Z». 

Il  faut   donc  former  six  fois  la  cinquième  puissance 
du  premier  terme  2v^  de  la  racine ,  ce  qui  donnera 
6  X  Sqx''''  ou    1921?'^, 
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et  diviser  par  cette  quantité  le  terme  — gGoa^.r^,  qui 
commence  le  reste  de  l'opération  précédente  ;  le 
quotient  —  6a^  est  le  second  terme  de  la  racine. 
Pour  le  vérifier ,  on  élèverait  à  la  sixième  puissance  , 
le  binôme  23cr^  —  Sa^j  et  le  résultat  donnerait  la  quan- 
tité proposée. 

Si  la  i*acine  devait  contenir  un  terme  de  plus ,  on 
trouverait  après  l'opération  ci-dessus ,  un  second  reste 
qui  commencerait  par  six  fois  le  produit  de  la  cin- 
quième puissance  des  deux  premiers  termes  de  la  ra- 
cine, par  le  troisième,  et  qu'il  faudrait  par  con- 
séquent diviser  par  6(20:^ — 5a^)^  :  le  quotient  serait 
ce  troisième  terme  de  la  racine  ;  et  on  le  vérifierait  en 
formant  la  sixième  puissance  des  trois  termes  trouvés. 
On  procéderait  de  même  pour  obtenir  tous  les  ter- 
mes suivans,  en  quelque  nombre  qu'ils  fussent. 

Des  équations  à  deux  termes, 

i56.  Toute  équation  où  l'inconnue  se  trouve  h  la 
même  puissance  dans  chacun  des  termes  qui  la  con- 
tiennent, peut  toujours  se  réduire  à  deux  termes,  dont 
l'un  est  la  réunion  de  tous  ceux  qui  renferment  l'in- 
connue ,  et  l'autre  comprend  l'assemblage  des  quan- 
tités données  :  on  l'a  déjà  vu  pour  le  second  degré , 
n°  io5 ,  et  il  est  facile  de  le  concevoir  pour  un  degré 
quelconque. 

Si  l'on  a  par  exemple  l'équation 

a^x^  —  a^b''  :=  Mc^  -f-  acx^  , 
en  passant  tous  les  termes  affectés  de  x  dans  un  seul 
membre ,  on   en  déduira 

ou  (a^  —  ac)  x^  =  Me'  +  a^b\ 

Si  maintenant  on  représente  les  quantités 
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ci"  —  ac  par  p ,     Uc^  -f-  fi^è*    par  (7 , 
l'équation  précédente  deviendra 

et  en  dégageant  la  quantité  x^ ,  on  aura 

P* 
d'où  l'on  conclura 


=  1/ 


En  général,  toute  équation  à  deux  termes  étant  ra- 
menée à  la  forme 

px"^  =z  q  , 
donne  alors 

_-. 

et  prenant  la  racine  du  degré  m  de  chaque  membre, 
on  a 


m 


167.  Il  faut  observer  que  si  l'exposant  m  est  un 
nombre  impair ,  le  radical  n'aura  qu'un  seul  signe, 
qui  sera  celui  de  la  quantité   qu'il  affecte  (i3i). 

Quand  l'exposant  m  sera  pair,  le  radical  aura  le 
double  signe  dz  ;   il  sera  alors  imaginaire  si  la  quan- 

tite  -  est  négative ,  et  la  question  sera  absurde,  comme 
pour  le  second  degré  (i5i). 
Voici  quelques  exemples. 
L'équation  x^  ==  —  1 024  donne 
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x:=z  V — 1024= — 4> 
parce  que  l'exposant  5  est  impair. 
L'équation  x^  =  626   donne 

X  —±.  1^6^  =  ±15, 

parce  que  l'exposant  4  est  pair. 

Enfin  ,  l'équation  dc^-=z —  16  donnant 

xz=,±,  k^irTë", 

ne  conduit  qu'à  des  valeurs  imaginaires,  parce  que 
l'exposant  4  étant  pair ,  la  quantité  placée  sous  le  ra- 
dical est  négative. 

i58.  Avant  d'aller  plus  loin  ,  je  ferai  connaître 
un  fait  analytique  qui  sera  très  utile ,  tant  pour 
la  suite  de  cet  ouvrage  que  pour  son  Complément , 
et  qui  est  par  lui-même  assez  remarquable  :  c'est  que 
toutes  les  expressions  x — a,  x^  —  a^,  x^ — a^,  et  en 
général  x^  —  a'"  (m  étant  un  nombre  entier  positif 
quelconque  )  ,  sont  exactement  divisibles  par  x — a, 
La  chose  est  évidente  pour  la  première  ;  on  sait  que  la 
seconde 

3:-_a'^  — (x-f  a)   (x-a)(34), 

et  par  la  division,  on  décomposerait  facilement  les 
autres.  En  divisant  de  même  x^  — a'"  par  x  —  a,  on 
trouverait  pour  quotient 

a:"*-*  +  (laf"-"-  +  a'x'^-^  +  etc. , 

l'exposant  de  x  diminuant  toujours  de  l'unité ,  et  celui 
de  a  augmentant  pareillement;  mais  au  lieu  de  suivre 
le  détail  de  cette  opération  ,  je  poserai  sur-le- 
champ  l'équation 

x—a 
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qu'on  peut  vérifier,   en   multipliant   le  second  mem- 
bre par  X  —  a.   Il  devient  alors 


tous  les  termes  de  la  première  ligne ,  à  partir  du  second  , 
étant  les  mêmes ,  au  signe  près ,  que  ceux  qui  précèdent 
X  le  dernier  de  la  seconde  ligne ,  il  reste  seulement  , 
après  la  réduction ,  x"*  —  a"*  •  c'est-à-dire  le  dividende 
proposé. 

Il  faut  observer  qu'à  la  suite  du  terme  g'^x'"-^  vient 
nécessairement,  dans  la  ligne  supérieure,  le  terme 
^3^m-3^  qui  se  trouve  détruit  par  son  correspondant  in- 
férieur ;  et  que  de  même ,  dans  la  ligne  inférieure , 
on  trouve  ,  avant  le  terme  a'"~"*x,  un  terme  — a"^~'^x^  , 
qui  détruit  son  correspondant  supérieur.  Ces  termes 
ne  sont  point  écrits,  parce  qu'ils  sont  censés  compris 
dans  l'intervalle  indiqué  par  les  points.     ' 

169.  Ceci  conduit  à  des  conséquences  fort  impor- 
tantes ,    relativement    à    l'équation    à    deux    ternies 

a^m    ___    2 

p'  ■.    ;...#• 

En  désignant  par  a  le  nombre  que  donne  l'extrac- 
tion immédiate  de  la  racine ,  opérée  d'après  les  règles 
du  ,n°  1 54 ,  on  a 

■^z=zar    ou    X'"  =  a'"  : 
P 

et  transposant  le   second   membre  dans   le  premier, 
il  vient 

x'"  —  a"*  =:  o. 

La  quantité  x"*  —  a"»  se  divise  par  x — a  ,  et  on  a ,  par 
le  numéro  précédent, 

x'"— a'«=:  (x— a)  (x"'— 4.  ax"^-^ -f-  a'"-^r  +  a'"  "  '  )  ; 

Elém,  d'Algèbre,  i^^  tà:\\\on,  i5 
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ce  dernier  résultat,  qui  s'évanouit  lorsque  xz^o^  de- 
viendrait également  nul  si  l'on  avait 

a;"-»  +  oo:'*"-'' -f  a"*-*:r  -f  a*-'  =: o  (i  16)  ; 

et  s'il  existait  par  conséquent  une  valeur  de  oc  qui  sa- 
tisfît à  cette  dernière  équation ,  elle  satisferait  égale- 
ment à  la  proposée. 

Ces  valeurs  ont  avec  l'unité ,  des  relations  fort  sim- 
ples, que  l'on  découvrira  en  faisant  x:=ay  j  par  là  l'é- 
quation x'"  —  fi'"  r=  o  deviendra 


,m  ,,m 


a-y^ —  flp"'  rr=  o     OU      y"'  —  1=0, 

et  on  obtiendra  les  valeurs  de  x  en  multipliant  celles 
de  V  par  le  nombre  a. 

L'équation^"  —  1=0  donné  en  premier  lieu 

m 

puis  ,  en  divisant  y"^ —  1  par  j  —  1  ,  il  vient 

et  ce  quotient  étant  égalé  à  zéro  ,  est  l'équation  d'où 
dépendent  les  autres  valeurs  dey,  qui  auront,  aussi 
bien  que  l'unité,  la  propriété  de  satisfaire  à  l'équation 

y"^ — 1=0   ou.y"^=^ij 
c'est-à-dire  que  leur  puissance  du  degré  m  sera  l'unité. 

De  là  résulte  cette  conséquence  ,  singulière  au  pre- 
mier coup-d'œil  y  que  l'unité  peut  avoir  plusieurs  ra- 
cines autres  qu'elle-même. 

Ces  racines  ,  qui  sont  négatives  ou  imaginaires  /  sont 
malgré  cela  d'un  fréquent  usage  dans  l'analyse  ;  mais  je 
ne  peux  faire  connaître  ici  que  celles,  des  quatre  pre- 
miers degrés ,  parce  qu'il  n'y  a  que  pour  ces  degrés  que 
l'on  puisse  résoudre ,  par  ce   qui   précède  ,  l'équation 

yni-i    ^  yni-» 4-1=0 

<jui  les  donne. 


d'    A    L    G    è    B    R    E.  227 

Soit,  1°.  m=Q,  on  a 

y^— 1=0, 
d*où  l'on  tire 

2°.   En  faisant  mr=: 5,  il  vient 

y— 1=0, 
d'où  l'on  tire 

puis  y^  -j-y  -}-  1  =  o. 

Cette  dernière  équation  étant  résolue ,  donne 

.y- S '    >'= T^— 5 

ainsi  on  a  pour  ce  degré ,  les  trois  racines 

y=^>y== 1 .  y^ f- — . 

Les  deux  dernières  sont  imaginaires  ;  mais  si  l'on  en  fait 
le  cube,  en  formant,  d'après  len°34,  celui  du  numéra- 
teur ,  et  si  l'on  observe  que  le  quarré  de  %/ — ^3  étant — '3  , 
son  cube  est  —  3  \/ — 0,  on  trouvera  encore  j/^'rr:  1  ^ 
comme  par  la  racine j'  =1. 

3°.  Prenant  m  1=4  1  on  a  .   , 

y^ — 1=0, 

d'où  l'on  déduit 

puis  y^^fJ^yJ^^^O^ 

ce  qui  revient  à 

y  (y4- O -f-j-f  1  ^(j'-f  1  )(>'^  +  I  )  =  o, 
et  d'où  l'on  tire 

^4-1  =0,    ou  y+i  =0, 

i5.. 
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équation*  qui  donnent 

j  =  —  1,    y==-\-  \^^,   J'  — ■—  \/^' 
les  quatre  racines  de  la  proposée  sont  donc 
3'  =  4-i,^  =  — 1,  y  =  ^i/IIÏ^  y=z-.\/ZU, 

De  ces  quatre  valeurs ,  deux  seulement  sont  réelles,  et 
les  deux  autres  imaginaires. 

On  les  trouve  aussi  en  observant  que 

y-i=(/-0(:y'+'). 

d'où  il  résulte  successivement 

y —1  =  0  ,    ^^  +  1=0. 

Cette  multiplicité  de  racines  de  l'unité  tient  à  une  loi 
générale  des  équations,  d'après  laquelle  une  inconnue 
admet  autant  de  valeurs  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'ex- 
posant du  degré  de  l'équation  qui  la  détermine;  et 
quand  la  question  ne  comporte  pas  ce  nombre  de  so- 
lutions réelles,  il  est  complété  par  des  symboles  pu- 
rement algébriques,  qui,  lorsqu'on  les  soumet  aux  ope- 
rations  indiquées  dans  L'équation ,  la  vérifient. 

Il  suit  de  là  que  les  racines  des  nombres  ont  deux 
espèces  d'expressions  ou  de  valeurs  -,  la  première,  que 
j'appellerai  détermination  arithmétique  ^  est  le  nom- 
bre qu'on  trouve  par  les  procédés  exposés  dans  le  n°  i54, 
et  qui  est  unique  pour  chaque  cas  particulier  ;  la  seconde 
comprend  les  valeurs  négatives  et  les  expressions  imagi- 
naires ,  que  je  désignerai  sous  le  nom  de  déterminations 
algébriques ,  parce  qu'elles  ne  doivent  leur  existence 
qu'à  la  combinaison  des  signes  de  l'Algèbre. 

Des  équations  qui  peuvent  se   résoudre  comme  celles 
au  second  degré. 
160.   Le  caractère  de  ces  équations   consiste  en  ce 
qu'elles  ne  contiennent  que  deux  puissances  différentes 
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(de  rinconnue ,  et  que  l'exposant  de  l'une  est  double  de 
celui  de  l'autre  ;  leur  formule  générale  est 

p  et  ^  étant  des  quantités  connues. 

Si  l'on  prend  d'abord  x"*  pour  l'inconnue,  ou  que 
l'on  fasse  x^=:u^  on  aura 

d'où         ^  \  '\-  *^.        '  ^ 

remettant  a:'"  pour  u ,  il  viendra 

^"  =  — TP±:V/^-f  5P% 
équation  à  deux  termes ,  puisque  l'expression 

ne  renfermant  que  des  opérations  connues,  à  effectuer 
sur  des  quantités  données ,  doit  être  regardée  comme 
représentant  des  quantités  connues. 

En  désignant  par  a  et  par  a\  les  deux  valeurs  de  cette 
expression,  on  aura 

x'"  =  a   et   a;'"  =  a', 
d'où  l'on  tirera 

X  =  \/a    et    a:  =  V^ô^ 
Si  l'exposant  m  était  pair,  au  lieu  des  deux  valeurs 
ci-dessus,  on  en  aurait  quatre  ,  puisque  chaque    ra- 
dical serait  susceptible  du  signe  ±:  :  il  viendrait 

w  m 

"t  m 

et  ces  quatre  valeurs  seraient  réelles  si  les  quanti léij  a 
et  a'  étaient  positives. 
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Toutes  les  valeurs  de  x  seront  comprises  dans  uite 
seule  formule,  en  indiquant  immédiatement  la  racine 
des  deux  membres  de  l'équation 

ce  qui  donnera 


La  question  suivante  conduit  à  une  équation  de  ce 
genre. 

161.  Décomposer  le  nombre  S  en  deux  facteurs  y  tels 
que  la  somme  de  leurs  cubes  soit  35. 

o 

Soit  a:  l'un  de  ces  facteurs,  l'autre  sera  -,  et  on  aura, 

X 

par  la  somme  de  leurs  cubes,  x^  et  — 3-,  l'équation 

qui  revient  à 

a:«-}- 216  =35x3, 

ou  à  x^  —  55x-^;= — 216. 

Si  l'on  regarde  x^  comme  l'inconnue ,  on  obtiendra, 
par  la  règle  dss  équations  du  second  degré , 

En  effectuant   les  calculs   numériques  indiqués ,  on 
trouvera 

(  V  a   ;    4       » 

et  par  conséquent 


a: 


15,    i     Ui  z=:  ^  z=  27 , 
a      i^    a    a  /  ' 


^-i ii i^-— J-£  = 
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d'où 

1  

x=  ^27  =  5, 

5    

X=   \/8    =2. 

La  première  valeur  donne  pour  le  second  facteur  -fou  9^ 
tandis  que  la  deuxième  valeur  conduit  à  |  ou  3;  on  a 
donc  dans  un  cas  3  et  a  pour  les  facteurs  cherchés,  et 
dans  l'autre  a  et  3.  Ces  deux  solutions  ne  diffèrent  ainsi 
que  par  un  changement  d'ordre  dans  les  facteurs  du 
nombre  donné  G. 

162.  Les  équations  que  je  viens  de  considérer ,  sont 
également    comprises    dans   la    loi    générale   énoncée 

m  m   

x\°  169;  car  il  faut  multiplierles  valeurs  de  ^a,  y  a'  j 
par  les  racines  de  l'unité  ,  dans  le  degré  771. 
En  apphquant  cette  considération  à  l'équation 

a;S— 35ji7S=:  — 216, 

on  lui  trouvera  les  six  racines  suivantes  : 

xirzix3,  0^  =  1X2, 

^- ^— ^X^'     ^^ H x^^ 

"■— ^ Xû,      x=._ --l X2, 

dont  les  dtiux  premières  sont  les  seules  réelles. 
Du  calcul  des  radicaux, 

1 63.  Le  grand  nombre  de  cas  da^ns  lesquels  on  ne  peut 
extraire  exactement  les  racines,  et  la  longueur  de  l'opé- 
ration nécessaire  pour  les  obtenir  par  approximation  ,  a 
conduit  les  algébristes  à  tâcher  d'effectuer  immédiate- 
ment sw  les  quantités  soumises  aux  signes  radicaux,  les 
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opérations  fondamentales  indiquées  sur  leurs  racines,  et 
d'en  simplifier  autant  qu'il  était  possible  les  résultats,  de 
manière  à  renvoyer  à  la  fin  du  calcul  l'opération  la  plus 
compliquée,  c'est-à-dire,  l'extraction,  pour  n'avoir  ^la 
pratiquer  que  sur  les  plus  petits  nombres  ou  les  expre?- 
sions  les  plus  simples  que  puissent  comporter  les  ques- 
tions proposées. 

L'addition  et  la  soustraction  des  quantités  radicales 
dissemblables  ne  peuvent  que  s'indiquer  par  les  signes 
-f-  et  — .  Par  exemple  ,  les  sommes 

les  différences  •  \  #  ^ 

ne  sont  pas  susceptibles  d'une  autre  expression. 
Il  nen  serait  pas  de  même  de  la  quantité 

ad 

parce  que  les  radicaux  qui  la  composent  peuvent  devenir 
semblables,  au  moyen  de  la  simplification  indiquée  dans 
le  n°  i3o.  On  observerait  d'abord  que 

3   3  '        3  _ 

V/i6a^Z>=:  V^8a^.2  Z>       ou         Q.ay2.bi 

î    3     3    V 

\/2.ébr=i\/a^.2.b         ou         a'^/zb; 
il  viendrait 

4  a  y/zb  4-  2a  \/zb 3-  [/zb  , 

a  a 

et  en  réduisant ,  on  obtiendrait 

GaV/^-^V/^    ou     (6ci-5c)3V^i5. 
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164.  A  l'égard  des  autres  opérations,  le  calcul  des 
radicaux  repose  sur  ce  principe  déjà  cité  :  Si  Von  élève 
les  dijférens  facteurs  d'un  produit  à  une  même  puis- 
sance y  le  produit  sera  élevé  à  cette  puissance.  D'un 
autre  côté  ,  il  est  visible  qu'on  élève  une  quantité  radi- 
cale à  la  puissance  du  même  exposant  que  ce  radical  , 

7  _ 
en  le  supprimant.  Par  exemple,  y  a  élevée  à    la  sep- 
tième puissance ,  est  a  seulement ,  puisque  cette  opéra- 

7  _ 
tion,  inverse  de  celle  qu'indique  le  signe  \/  ,  ne  fait  que 
ramener  à  son  premier  état  la  quantité  a. 

Cela  posé,  si,  par  exemple,  dans  l' expression 

\/aX\/'b, 

on  supprime  les  radicaux ,  le  résultat  a  b  sera  la  sep- 
tième puissance  du  produit  indiqué  plus  haut  ;  et  pre- 
nant la  racine  septième  ,  on  en  conclura 

T   _  7  7    

\/aX^\/b=  \/ab. 

Ce  raisonnement ,  qu'on  peut  appliquer  à  tout  autre 
cas,  montre  que,  pour  multiplier  deux  expressions  ra- 
dicales du  même  degré ,  ilfautfaire  le  produit  des  quan- 
tités soumises  aux  radicaux ,  et  Vajfecter  d'un  radical 
du  même  degré. 

Au  moyen  de  cette  règle ,  on  a 

4  v/a^  — 6'^x  /^Ih^^  — 4  V/(a'— 6=^)(a^-|-ô'  = 
4/fl4-^^4; 
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H^ 


v^ 


9.a^  —  a^b^       d^  b^  c^  -f-  b^- 


__■     /a^  (2fl6~Z;6) 


^î3:^T-^x-^(a^+n 


=1/^ 


a^/r\:^  zé  —  b^ 


X 


^•^      ^      a^  — //^      ' 
a  cause  que 

i65.  Si  l'on  considère  que  la  septième  puissance  de 

7    _ 

1  expression  -^ —  ,  par  exemple ,  est  y ,  on  conclura ,  en 
prenant  la  racine  septième  de  ce  dernier  résultat,  que 


d'où  il  suit  que,  pour  diviser  Vune  par  l'autre  deur 
quantités  radicales  du  même  degré ,  il  fa^t  prendre  le 
quotient  des  quantités  soumises  aux  radicaux ^  et  r affec- 
ter d'un  radical  du  jnême  degré. 
On  ti'ouve  par  cette  règle,   que 


v/^s 
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166.  Il  suit  de  la  règle  de  la  multiplication  des  radi- 
caux du  même  degré,  donnée  dans  le  n°  164,  que, pour 
élever  une  quantité  radicale  à  une  puissance  quelconque , 
il  suffit  délever  à  cette  puissance  la  quantité  soumise  au 
radical ,  et  d' affecter  de  ce  même  radical  le  résultat  ; 

car,  par  exemple,  élever  V^aZ)  à  la  troisième  puissance* 

c'est  effectuer  le  produit 

î  î  *  __ 

\/ab  X  \/ab  X  \/ab  ; 

et  comme  les  radicaux  sont  du  même  degré ,  il  faut  (164) 
multiplier  entre  elles  les  quantités  qu'ils  affectent,  puis 
poser  le  radical  sur  le  produit ,  ce  qui  donne 

7 

De  même,   {/a""  b^  élevé  à  la  puissance  quatrième , 

7 

donne  y  a^  Z>*^,  qui  se  réduit  à 

7  

ab\/ab^, 

en  décomposant  a^  Z>**  en  a"^  b"^  X  cdr")  et  prenant  la  racine 
du  facteur  à'  ^  (i3o). 

Il  est  à  propos  de  remarquer  aussi  que  lorsque  l'expo- 
sant du  radical  est  divisible  par  celui  de  la  puissance  à 
laquelle  on  élève  la  quantité  proposée  ,  l'opération  s'ef- 
fectue en  divisant  le  premier  exposant  par  le  second.  Par 
exemple , 

(/«)'= /H, 

parce  que  4  =  3. 

6   _ 

En  effet ,  \/a  désigne  une  quantité  qui  est  six  fois  fac- 
î 
teur  dans  a,  et  la  quantité  V^a,  qu'on  obtient  en  divisant 

l'exposant  6  par  2,  n'étant  plus   que  trois  fois  facteur 
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dans  a ,  équivaut  par  conséquent   au  produit  de  deux 

des  premiers  facteurs  ;  elle  est  donc  la  seconde   puis- 

sance  de  l'un  de  ces  facteurs,  ou  de  y  a. 

Le  même  raisonnement  s'appliquerait  à  l'exemple  ci- 
dessous,  et  à  tout  autre  : 


(^X/a'-b)   —  {/a^b. 


167.  En  renversant  les  règles  de  l'article  précédent  , 
on  obtient  celles  qu'il  faut  suivre  dans  l'extraction  des 
racines  des  quantités  radicales. 

On  voit  d'abord  ,  par  la  première ,  que ,  si  les 
exposans  des  quantités  soumises  au  radical  sont  divi- 
sibles par  celui  de  la  racine  qu  on  veut  extraire,  V  opé- 
ration s'effectuera  comme  s' il  ny  avait  point  de  radical , 
et  Von  affectera  du  radical  primitif  le  résultat. 

On  trouve ,  par  exemple ,   que 


.    De  la  seconde  règle  du  numéro  précédent,  on  conclut 
que  Vextraction   de  la  racine  des  quantités  radicales 
s'indique  en  général ,  en  multipliant  V exposant  du  ra- 
dical par  celui  de  la  racine  qu'on  veut  extraire. 
Par  cette  dernière  règle ,  on  trouve  que 

5 
En  effet ,  ya^  est  une  quantité  qui  est  cinq  fois  fac=- 

teur  dans  a^  (04,  129  )  ;  mais  la  racine  cubique  de  ya^, 
devant  être  aussi  trois  fois  facteur  dans  cette  dernière 
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quantité,  se  trouvera  5  X  3  fois  ou  i5  fois  facteur  dans 
3     

/     5    ,5     

la  première  a'^  :  donc  V  ya^  =  V  ^^-  On  prouve- 
5 

rait  de  même  que  \r    \/  a^  z=  \/  a^, 

168.  Puisqu' en  multipliant  par  un  nombre,  l'exposant 
d'une  quantité  soumise  à  un  radical ,  on  élève  à  la  puis- 
sance marquée  par  ce  nombre  ,  la  racine  indiquée 
(166),  et  qu'en  multipliant  aussi  par  le  même  nombre, 
l'exposant  du  radical,  on  tire  du  résultat  une  racine  du 
degré  égal  à  celui  de  la  puissance  qu'on  a  formée  (167), 
il  s'ensuit  que  cette  seconde  opération  ramène  à  son 

premier  état  la  quantité  proposée.   ,■  ,,    , 

5  1 

L'expression  y  a^,  par  exemple,  peut  se  changer  en 

35 

V^a^*,  qui  s'obtient  en  multipliant  par  7  les  exposans  5 

et  3j  car  multiplier  par  7  l'exposant  de  a^,  c'est  former, 
5 

par  le  radical  Ya^\  la  septième  puissance  du  radicaïpro- 

5 

posé,  et  multiplier  par  7  l'exposant  5  du  radical  \/a^^ , 

c'est  prendre  la  racine  septième  du  résultat ,  opération 

qui  détruit  l'effet  de  la  première. 

169.  Par  cette  double  opération,  on  ramène  au  même 
degré  un  nombre  quelconque  de  radicaux  de  degrés 
differens ,  en  multipliant  à  la  fois  V exposant  de  chaqi^e 
radical  et  ceux  des  quantités  qu'il  affecte ,  par  le  pro- 
duit des  exposans  de  tous  les  autres  radicaux.  L'iden- 
tité des  nouveaux  exposans  des  radicaux  est  évidente 
par  elle-même ,  puisqu'ils  sont  formés  du  produit  de 
tous  les  exposans  des  radicaux  primitifs  ;  et  d'après  ce 
qui  précède ,  chaque  quantité  radicale  n'a  pas  changé 
de  valeur. 

On  transforme  par  cette  règle  , 
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{/aH""   et    \/c*d\ 

3  5   3  5 

en  y/a'^'b"^    et    y'c'"'d'''; 

de  même  les  ti*ois  quantités 

V^^,  \/^\  l/M?, 

deviennent  respectivement 


\/a^^b^%  \/a^^à\  y/b^'^c^,    ' 

S'il  y  avait  des  nombres  sous  les  radicaux,  il  fau- 
drait les  .élever  à  la  puissance  marquée  par  le  produit 
des  exposans  des  autres  radicaux. 

170.  De  même,  on  -peut  passer  sous  un  radical  un 
facteur  qui  en  est  dehors  ,  en  V élevant  à  la  puissance 
marquée  par  r exposant  du  radical. 

On  changera,  par  exemple, 

d"  en   V^a'°,    et  2  a  \^b  en    \/Sa:^b. 

171 .  Après  avoir  réduit  au  même  degré ,  par  la  trans- 
formation précédente  ,  des  radicaux  quelconques ,  *ori 
leur  appliquera  sans  difficulté  les  règles  données  dans 
les  n°'  164  et  i65,  pour  la  multiplication  et  la  division 
des  quantités  radicales  du  môme  degré. 

'Soit  en  général 

m  71  

i  {/ÔFb'J  X   \/b''c'; 

je  change  (  169  )  ,  ; 

m  n 

\/nPbi,        \/b'c'y 


en  \/a"Pb''i,       V  ^'"''' 


m  s 


d'  a  l  g  è  b  r  e.  259 

et  la  rè^Ie  du  n"*  1G4  donne 


inrt 


pour  le  produit  des  radicaux  proposés^ 
On  a  aussi,  par  le  11°  i65 

m  mn  mn  mn 

X/ÔPb^  _  \/a"Ph"'}  __  I      ya"Pb'"i  __  t    y/^a"P  /?"v-^^^ 

|/  Umr,ms  a/  ,.ms         * 

n  mn V  U      L  v-  c 

\/b'c'        y/b'^'c"^' 

Remarques   sur  quelques    cas    singuliers    du    calcul 
des  radicaux. 

172.  L-es  règles  auxquelles  on  vient  de  ramener  le 
calcul  des  radicaux  ,  s'appliquent  sans  difficulté  aux 
quantités  réelles  ;  mais  elles  induiraient  en  erreur  par 
rapport  aux  quantités  imaginaires  ,  si  on  ne  les  accom- 
pagnait pas  de  quelques  remarques  qui  tiennent  aux 
propriétés  des  équations  à  deux  termes. 

Par  exemple,  la  règle  du  n°  164  donne  immédia- 
tement 

€t  si  on  se  contentait  de  prendre  -f-  a  pour  \/~ô^,  le  résultat 
serait  visiblement  fautif,  car  le  produit  v/^X  V^^, 
étant  le  quarré  de  v/^ ,  doit  s'obtenir  en  supprimant 
le  radical,  et  est  par  conséquent  égal  à  — a. 

Bézout  a  très  bien  expliqué  cette  difficulté ,  en  ob- 
servant que  quand  on  ignore  de  quelle  manière  a  été 
formé  le  quarré  «%  et  qu'on  en  demande  la  racine ,  on 
doit  assigner  également  -f-  a  et  —  a  i  mais  que  quand  on 
sait  d'avance  laquelle  de  ces  deux  quantités  a  été  multi- 
pliée par  elle-même  pour  former  a'* ,  il  n'est  plus  permis, 


24^  li    L    É    M    E    N    s 

forsqu'on  revient  sur  ses  pas,  d'en  prendre  une  autre.  Ce 
cas  est  évidemment  celui  de  l'expression  \/ — «x  \/ — a  : 
on  sait  alors  que  la  quantité  a^ ,  comprise  sous  le  radical 

V/  a^ ,  vient  de  —  a  multiplié  par — a  ;  l'ambiguité  cesse 
donc  ;  et  quand  on  revient  à  la  racine,  il  faut  mettre — a. 

Le  même  embarras  aurait  lieu  aussi  pour  le  produit 
y  a  X  K  ^  j  si  l'on  n'était  pas  conduit,  parce  qu'il  n'y  a 
aucun  signe  —  dans  l'expression  ,  à  prendre  immédiate- 
ment la  valeur  positive  de  {/a'^.  Il  faudrait  faire  attention 
que ,  dans  ce  cas ,  a'^  venant  de  -{-  a  multiplié  par  -f-  a  , 
sa  racine  doit  être  nécessairement  +  "• 

Ces  raisonnemens  ne  laissent  aucun  nuage  sur  le  cas 
particulier  qu'on  vient  de  considérer  ;  mais  il  y  en  a 
d'autres  qui  ne  peuvent  s'expliquer  clairement  que  par 
les  propriétés  des  équations  à  deux  termes. 

4   _         . 

173.  Siparexempleondemandaitléproduit\/aV/ — 1  , 
en  réduisant  le  second  radical  au  même  degré  que  le 
premier  (  1 69  ) ,  on  aurait 

V/à  X  /(— i)''^  \/a  X  /+1  =  V'â, 

résultat  réel ,  quoiqu'il  soit  bien  évident  que  la  quantité 

4  _  

réelle  \/a  ,  multipliée  parla  quantité  imaginaire  y —  1  , 
doive  donner  un  produit  imaginaire.  Il  ne  faut  pas  croire 

\-      • 
cependant  que  le  résultat    y  a  soit  tout-à-fait  faux, 

mais  seulement  qu'on  le  prend  alors  dans  un  sens  trop 

particulier. 

4 
En  effet,   {/a^   considérée   algébriquement,    étant 
r expression  de   l'inconnue  x ,  dans  l'équation  à  deux 
termes 

oc^  —  0  =  0, 

est  susceptible  de  quatre  déterminations  difrérentes(  1 69); 
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car  si  l'on  fait  G!=:ct'^,  en  représentant  par  cl  la  valeur  nu- 

4  _ 
mérique  de  \^ ay  abstraction  faite  de  son  signe  ,  ou  la 
détermination  arithmétique  de  cette  quantité ,  on  aura 
les  quatre  valeurs 

dont  la  troisième  est  précisément  le  produit  proposé. 

Avec  un  peu  d*attention ,  on  reconnaît  aisément  la 
cause  de  l'ambiguité  qu'on  vient  de  remarquer.  En  éle- 
vant au  quarré  la  quantité  — 1,  pour  changer  le  radical 
du  second  degré  en  un  du  quatrième,  on  arrive  à  -|-  1  , 

.ijiii  peut  venir  aussi  bien  de  -f-iX+i^  que  de — iX — 1, 

4  __ 

ce  qui  introduit  dans  la  quantité  V/ 1  les  deux  nouvelles 

déterminations  -f-i  et — î,  qui  ne  se  trouvaient  pas  dans 

La  même  chose  a  lieu ,  en  général ,  par  suite  des 
multiplications  qu'on  opère  sous  les  radicaux  (171); 

m  n 

et  le   produit    \/ay<\/b  dépend  d'une  équation    du 
degré  m/i,  ce  qu'on  peut  voir  aussi  en  considérant  que 

in  n 

y  a  et  yb  désignent  les  valeurs  de  a:  et  de  y  dans  les 
équations        a:'"  =  a,       y'^z=ib  (lôg). 

Si  l'on  élève  alors  les  deux  membres  de  la  première  à 
la  puissance  /i,  ceux  de  la  seconde  à  la  puissance  m,  on 
aura 

07'""=  a»,     y"«=Z)'"; 

et  multipliant  ,  membre  à  membre,  ces  nouvelles  équa- 
tions, il  en  résultera 


x'"y»=  (xy)'"''  =  a''Z)"^ ,    d'où     xy^y'a^b"'. 

On  conçoit  d'ailleurs  aisément  que  le  produit  xy  doit 
avoir  tnn  déterminations  ,  puisque  pour  le  former  ^  on 
peut  combiner  successivement  chacune  des  m  déter- 
Elém.  d'Algèbre,  14^  édition.  16 
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minations  de  x  avec  chacune  des  11  déterminations  dey, 
ce  qui  donne  mn  résultats. 

Quand  il  s'agit  de  quantités  réelles ,  le  choix  n'est 
pas  embarrassant,  parce  que  le  nombre  de  détermi- 
nations de  cette  espèce  ne  surpasse  jamais  deux  («57), 
qui  ne  diffèrent  que  par  le  signé. 

174.  En  faisant  usage  de  la  transformation  du  n°  169  , 
on  fait  tomber  toute  la  difficulté  sur  les  racines  de  -f-  1  , 
CXI  de  —  1  ;  car  si  on  pose  x  =^  clI  ety  =  /2a ,  et  et  /S  désignant 

m  n 

les  déterminations  numériques  de  \/a ,  \/I ,  sans  égard 
au  signe ,  les  équations 

.x'"i;:g=:o,      y"z:fbr=zo, 
deviennent 

f^qzi^o,       zt''zpi=o, 

'et  on  en  tire  l'expression 

m  n  w «  

xy:=\/±xiX\/±.b  =  ct(ètu—ci^\/±ii><:\/±i\ 
dans  laquelle   a,  fi  représente  le  produit  des  nombres 

m  n 

\/a,  V^5  ,  OU  la  détermination  arithmétique  de  la  raciife 
du  degré  znn  du  nombre  a"/)'". 

Quand  on  voudra  particulariser  le  produit  des  radi- 

m  n   

eaux  X/±M, ,  \/^±B  ,  par  une  détermination  spéciale 
de  ces  radicaux ,  il  faudra  trouver ,  d'après  les  équa- 
tions 

i'"  zp  1  =  o ,       7^«  qii  =  o , 

m  n   

les  diverses  expressions  de  V^±:i  ,  V^±:i  ,  et  les  com- 
biner convenablement  (*). 


(^)  Quaud  l'exposant  m  est  impair,  \/ —\  — —}/ -jr^  '-,  maf« 
quand  il  est  pair,  cda  n'a  plus  lieu.  Lorsque  m  =  4  ,  par  exemple, 
on  trouve  que 

j4  4. 1  =  (y»  ^- j'V/;  +  1)  (j  »  — y  \/^ -f-i)  *, 
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Au  reste,  ces  opérations  ne  se  présentent  guère  que 
pour  quelques  cas  fort  simples,  dont  voici  les  principaux  : 

je  supprime  le  radical  de  v/ — i  ,  et  j'obtiene 

V^^  X  V^^  =  V/^  X— I  =  — V^ô5  : 

je  ne  multiplie  point  ici  —  1  par  —  1  ,  parce  que  je 
tomberais  sur  l'ambiguïté  remarquée  dans  le  n°  lyS; 
mais  j'observe  que  le  quarré  de  la  racine  quatrième 
n'est  autre  chose   que  la  racine  quarrée  ,  et  il  vient 

alors 

4 '    4 4 

V/— a  X  V'—b  =  ^ab  X  /— 1  : 

30.  v^ZI^x  \/'^=  {/âb  X  (  \/^y  =  Vâb  X  /^ 

=  \/ab  X  —  ï  =  ~  \/ab. 

On  trouverait  airisî  des  résultats  'alternativement  réels 
et  imaginaires. 

Du  calcul  des  exposans  fractionnaires. 

175.  Lorsqu'on  remplace  les  radicaux  par  les  expo- 
sans fractionnaires  qui  leur  correspondent  (iv^2),  l'ap- 
plication immédiate  des  règles  des  exposans,  fournit  les 
mêmes  résultats  que  les  procédés  usités  dans  le  calcul 
des  radicaux. 

En  effet ,  si  l'on  transforme  ,  par  exemple  , 

et  en  t^galant  à  zéro  chacun  de  ces  facteurs ,  on  obtient  Jes  4  expres- 

4   

fiions  de   \/ — t.   (Y oy€z]c  Complément.) 

j6- 
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en  a  b\ 


i.    3  '    * 


on  aura 

puis  en  observant  que  f  rr=  i  -f.  l  ,  que  par  conséquent 


^t  que  a'  b'  c'  équivaut  à  \/ab^c'' ,  il  viendra 

î    î    s     

ya^b^  X  {/aPc^'^a  x/ab^c", 
résultat  non-seulement  exact ,  mais  encore  réduit  à  s« 
plus  simple  expression. 

m  n  

Soit   Texemple    général   \/ d'b'^  X   \/b'^c^'i   les  ra- 
dicaux proposés  se  transformeront  en 


et  il  viendra,  suivant  les  règles  des  exposans  (26), 

Si  maintenant  on  veut  effectuer  l'addition  des  fractions 

— ,-,  il  faut  les   réduire  au  même    dénominateur; 
m    n 

€t  afm  de  donner  de  l'uniformité  aux  résultats ,  il  faut 

en  faire  autant  sur  les  tractions  -'— , 

m    n 

moyen 

np      nq-^-mr     ms 


faire  autant  sur  les  fractions-^,  -:  on  obtient  par  ce 


fi  vin      h^"-    c"^"  * 

et  passant  aux  radicaux,  on  a,  comme  dans  le  n®  171, 


X/aFbf  X  V^'  c'~  \/a"Pb"^-^"'''c' 
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176.  La  division  s'effectue  aussi  simplement:  on  a 
^>ar  exemple, 

ce  qui  se  réduit  à 


et  en  passant  aux  radicaux ,  il  vient 
5  «      


On  a  en  général , 


l/è^c^         h 


T         s 


et  en  réduisant  au  même  dénominateur  les  exposans 
fractionnaires,  pour  effectuer  la  soustraction  indiquée  , 
on  trouve 

"V .  np_       nq — mr  mn 

Il  est  aisé  de  voir  que  la  réduction  des  exposans  frac- 
tionnaires au  même  dénominateur ,  remplace  ici  la  ré- 
duction des  radicaux  au  même  degré ,  et  conduit  pré- 
cisément aux  mêmes  résultats  (  171  ). 

177.  Il  est  tout  aussi  évident,  par  la  règle  du  n°  127^ 
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que 

(»»  \  '*        /   £\  j^_  m 

\/aPj   =zVv  =«"*  ^V^a^P, 

et  par  celle  du  n^  129  ,  qne 

o        n  ! 

Le  calcul  des  exposans  fractionnaires  est  un  des 
exemples  les  plus  remarquables  de  l'utilité  des  signes , 
lorsqu'ils  sont  bien  choisis.  L'analogie  qui  règne  entre 
les  exposans  fractionnaires  et  ceux  qui  sont  entiers,  rend 
les  règles  qu'il  faut  suivre  dans  le  calcul  do  ceux-ci , 
applicables  à  celui  des  autres ,  tandis  qu'il  a  fallu  des 
raisonnemens  particuliers  pour  découvrir  les  règles  du 
calcul  des  radicaux  ,  parce  que  le  signe  y  ,  qui  les 
exprime ,  n'a  aucune  liaison  avec  l'opération  qui  les  en- 
gendre. Plus  on  avance  dans  l'Algèbre ,  et  plus  on  recon- 
naît les  nombreux  avantages  qu'a  produits  dans  cette 
science  la  notation  des  exposans,  imaginée  par  Descartes. 

Théorie  générale  des  Équations. 

178.  Les  équations  du  premier  et  du  second  degré 
sont ,  à  proprement  parler  ,  les  seules  dont  on  ait  une 
solution  complète  ;  mais  on  a  découvert,  aux  équations 
de  degré  quelconque  ,  des  propriétés  générales  qui  con- 
duisent aies  résoudre  lorsqu'elles  sont  numériques,  et 
qui  offrent  de  nombreuses  conséquences  pour  les  ]3ar- 
tiesplus  élevées  de  l'Algèbre.  Ces  propriétés  tiennent  à 
une  forme  particulière  sous  laquelle  toute  équation  peut 
&e  mettre. 

En  la  supposant  aussi  générale  qu'elle  peut  l'être  , 
pour  un  degré  quelconque ,  une  équation  doit  renfermer 
toutes  les  puissances  de  l'inconnue ,  depuis  celle  de'  ce 
^legré,  jusqu'à  la  première  inclusivement,  multipliées 
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chacune  par  des   quantités  connues  ,   et   en  outre  un 
terme  tout  connu.  • 

L'cquation  générale  du  cinquième  degré  ,  par  exem- 
ple ,  contiendra  toutes  les  puissances  de  l'inconnue  , 
depuis  la  cinquième  jusqu'à  la  première  inclusivement  ; 
et  s'il  y  a  plu:3ieurs  termes  affectés  de  la  même  puis- 
sance de  l'inconnue ,  il  faudra  les  concevoir  réunis  eji 
un  seul,  comme  onl'afait  pour  les  équations  du  second 
d^gré  dans  le  n°  108.  Ensuite  on  passera,  ainsi  qu'on  l'a 
fait  dans  ce  numéro ,  tous  les  termes  de  l'équation  dans 
un  seul  membre;  l'autre  sera  nécessairement  égal  à  zéro  ; 
et  on  rendra  le  premier  terme  positif  en  changeant,  s'il 
le  faut ,  tous  les  signes  de  l'équation. 

On  aura  par  ce  moyen  une  expression  semblable  à 
\<\  suivante  , 

nx^ -f- P^  "+-  (J'^^  "J-  ^^*  -j-sx  ~j-tz=o  ^ 
dans  laquelle  il  faut  bien  observer  que  les  lettres  p , 
q  j  r,  s  y  tj  peuvent  représenter  des  nombres  négatifs 
aussi  bien  que  des  nombres 'positifs  ;  puis'.divisant  toul 
par  71,  afin  de  ne  laisser  au  premier  terme  que  l'unit  j 
pour  coefficient ,  et  faisant 

,       P=P,    ï-^Q.     '-=R.    i-^-S,    1=.7\ 
n  n        ^        n  n  a 

il  viendra 

x^  +  P^^  4-  Qx^  -\-Rx^-^  Sx  -f  T  —  o. 
Dorénavant    je    supposerai  qu'on  ait   toujours  pré- 
paré les   équatîon^s  ainsi  que  je    viejis  de  le  faire ,   et 
je  représenterai   l'équation   générale  d'un  degré  quel- 
conque par 

x^'-  4.  Px-«-'  -f-  Qx"-^ j^Tx-^U~  o. 

L'intervalle  indiqué  par  les  points  se  remplit  lorsqu'on 
donne  à  l'exposant  n  une  valeur  particulière. 

Toute  quantité  nu  toute  cxpre.'^sinn ,  ^oit  r/elle  ,  .soit 
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imaginaire  ,  qtii ,  mise  à  la  place  de  l'inconnue  x  dans 
une  équation  préparée  comme  ci-dessus,  en  rend  le 
premier  membre  égal  à  zéro ,  et  par  conséquent  satis- 
fait à  la  question ,  se  nomme  la  racine  de  V équation  pro- 
posée; mais  comme  il  ne  s'agit  pas  ici  de  puissances  , 
cette  acception  est  plus  générale  que  celle  que  j'ai 
donnée  jusqu'à  présent  au  mot  racine  (90,  129). 

179.  Voici  une  proposition  analogue  à  celles  des  nu- 
méros 116  et  1 69  ,  et  que  l'on  doit  regarder  comme  fon- 
damentale. 

La  racine  d'une  équation  quelconque 

x"  +  Px"-»  -f-  Qx"-"^ +  Tx  -f  U  =  o  , 

étant  représentée  par  a ,  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion se  divise  exactement  par  le  binôme  x  —  a. 

En  effet ,  puisque  a  est  une  valeur  de  a; ,  on  a  néces- 
sairement 

a«  -f-Pa"-'  -f-  Ça«-^ -\-Ta-j-U  =  o, 

et  par  conséquent 

L'^rrr:— -a"  — Pa«-^—  Ça"-^ —Ta; 

en  sorte  que  l'équation  proposée  est  identiquement  la 
même  que 

a:«  -f  Px"-'  -f  Qx"-=^ +  ^^  T 

^a'^^Pa'^-'  —  Qa^-'' -^Tal~^' 

et  revient  à 

a;n  ^a'^-l-P  Cx«-»— a"-')  -f-  Q  {x"-^—a'-^)  \  __ 


4-n^-«) 


}"■ 


Les  quantités  ' 

étant  toutes  divisibles  par  x  —  «  (  i58  )  ,  il  est  évident 
que  le  premier  membre  de  l'équation  proposée  aura  tous 
ses  termes  divisibles  par  cette  quantité,  et  sera  par  con- 
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séquent  divisible'^  par  x — a,  comme  le  porte  l'énoncé 
de  la  proposition  (*) . 

180.  Pour  former  le  quotient,  il  n'y  a  qu'à  substituer 
au  lieu  des  quantités 

x"-  —  a",  x"-'  —  a"-',  x"""*  —  a"~% x  —  «, 

les  quotiens  qu'elles  donnent ,  lorsqu'on  les  divise  par 
X  —  Gj  et  qui  sont  respectivement 

x"-'  -\-  ax"-^  -f-  a"x"-3 -f  a"-* , 

x"-^  -I-  ax"-3 +  a"-% 

x"-2 +a''-^ 

+  1. 
En  ordonnant  le  résultat  par  rapport  aux  puissances 
de  X ,  on  trouvera 

x^-^-fax'^-^-f  a'^x"- ^ 4-    a"~*  * 

-|_  Px"-^  -f-  Pax"-3 -f-  Pa"-^ 

+  Qx'^-3.....-|-Qa"-3 

(*)  D'Alembert  prouve  la  même  proposition  ,  ainsi  qu'il  suit. 

Si  l'on  conçoit  que  le  premier  membre  de  l'e'quation  proposée  soit 
divisé  par  x — a  ,  et  que  l'opération  ait  été  poussée  jusqu'à  ce  qu'on 
ait  épuisé  tous  les  termes  affectés  de  a:,  le  reste,  s'il  y  en  a  nn  ,  ne 
pourra  contenir  X.  En  le  représentant  par  R,  et  nommant  Q  le  quo- 
tient quelconque  auquel  on  sera  parvenu  ,  on  aura  nécessairemcnii 

««4-Pj:»-' -f  etc.  =  Q  (a:  — a)-t-i^• 
Or,  lorsqxa'h  la  place  de  a:  on  substitue  a,  le  premier  membre  s'a- 
néantit, puisque  a  est  la  valeur  de  a;  ;  le  terme  Q  (x  —  a)  s'anéantit 
aussi ,  à  cause  du  facteur  a: — <z  qui  devient  zéro  :  on  doit  donc  avoir 
jK=  o ,  et  cela,  indépendamment  de  la  substitution  j  car  ce  reste  ne 
contenant  pas  x,  la  substitution  ne  peut  s'y  eifectuer,  et  il  conserve 
après  ,  la  valeur  qu'il  avait  auparavant. 

Il  suit  de  Ihque,  dans  tous  les  cas  ,  iR  =  o  ,  et  que  par  conséquent 

a:'* +P  ««-' -4- Ç  a:'*^' -f- etc. 
est  divisible  exacrcmeut  par  x  —  a. 
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f8i.  Il  est  vkible,  d'après  les  seules  règles  de  U  di- 
vision ,  que  le  premier  membre  de  l'équation 

a-«  -f.  Pjcn-i  _I_   Qj^n-.  _f_  etc.  :r-^  O  , 

étant  divisé  par  x  —  a ,  donnera  un  quotient  de  la  forme 

^.     :t— ^-|-PV'---fÇ'a;''-3-f  etc., 
P\  Q\  etc.,  désignant  des  quantités  connues,  différentes 
^®  ^j  Ç>  etc.  ;  on  aura  donc 

r"  -f-Px'^'  ^-  etc.  =  (x—a)  (x"-»  +  PV-«  -f  etc.  ); 
et  suivant  l'observation  du  numéro  n6,  l'équation  pro- 
posée se  vérifiera  de  deux  manières,  savoir,  en  faisant 
j::  —  a  =  o     ou     x"-'  -{-  P'x"-^  -f  etc.  =  o. 
Si  maintenant  l'équation 

x'^'  4-  P^x'"-^  -f.  etc.  =  o 
a  une  racine  b ,  son  premier  membre  sera  divisible  par 
X  —  Z>  ;  on  aura  encore 

x^-'-}-P'x"-^  -f-  etc.  =  (07— ^)  (x"-*  -f-  P^x'-^^etc), 
et  par  conséquent 

a;"-fPx"-^-|-etc.=-(x-û)(a>-Z0(x''-^+P'x"-3-fetc.); 
l'équation  proposée  pouiTa  donc  "se  vérifier  de  trois 
manières ,  savoir ,  en  faisant 

X — 0=0 ,  ou  X — b=io ,  ou  x"-''  4-  P"x"-^  -f-  etc .  :=  o . 

Si  la  dernière  de  ces  équations  a  une  racine  c ,  son  pre- 

mier  membre  se  décomposera  encore  en  deux  facteurs, 

x  —  c,     x''-3_|.p'V'-'^-f  etc.,  ' 
et  l'on  aura 

X"  +  Px"-'  +  etc. 
^  (x— a)  (x^b)  (x—c)  (x"-'^  -f  P"'x''-^  -f-  etc,  )  ; 

d'où  l'on  voit  que  l'équation  proposée  pourra  se  vérifier 

de  quatre  manières,  savoir,  en  faisant  alternativement 

X— ar=o,  X— Z>=zo,  X-—C—0,  x"-^4-  P'"x"-4  -f  etc.::=:g. 

En  continuant  de  raisonner  ainsi,  on  obtiendra  suc- 
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cessivement  des  facteurs  des  degrés 

n  —  4f     ^  —  5j     ^  —  6,etc. -, 
et   si  chacun  de   ces  facteurs,  égalé  à  zéro,  est  siw- 
ceptible  d'une  racine ,  le  premier  membre  de  l'équation 
proposée  sera  ramené  à  la  forme 

(^x — a)  {x  —  b)  (x  —  c)  (a; — d) (x-r-/), 

c'est-à-dire  décomposé  en  autant  de  facteurs  du  premier 
degré  qu'il  y  a  d'unités  dans  l'exposant  n  de  son  degré. 
L'équation 

x"  4-  Px"-'  -f  etc.  =::  o , 

pourra  donc  se  vérifier  de  n  manières ,  savoir ,  en  faisant 
X — a=o ,   ou  X — b=Oj   ou  x — c=Oj    ou  x — d=o  , 

ou  enfin       x — /=o. 

Il  faut  bien  remarquer  que  ces  équations  ne  doivent 
être  regardées  comme  vraies  qu'alternativement,  et  qu'on 
tomberait  dans  des  contradictions  manifestes  ,  si  l'on 
supposait  qu'elles  aient  lieu  en  même  temps.  En  effet, 
de  X  —  a  =  o,  on  tire  x  :=:  a ,  tandis  que  a:  —  bz=:o 
conduit  kx  :=^  b ,  conséquences  qui  ne  peuvent  s'accor- 
der lorsque  a  et  b  sont  des  quantités  inégales. 

i8a.  Le  premier  membre  de  l'équation  proposée, 
x«  -f-  Pjf-'  -f  etc.  z=  o , 
étant  décomposé  en  n  facteurs  du  premier  degré , 

X — a,     X  —  by     X  —  c,     X  —  dy x — l, 

ne  saurait  être  divisible  par  aucune  autre  expres.sion  de 
ce  degré.  En  effet,  si  la  division ,  par  un  binôme  o: — cf., 
différent  des  premiers,  était  possible  ,  on  aurait 
a;«-f  Pj;"-^-f-etc.2=(x— a)  (x""^ -|-px"-^ -f-etc.  ) 
et  par  conséquent 

(oj— a)  (x--b)  (x^— c)  (jc~^) (.r— /) 

ET  (x— fit)  (a;«-i-f /^x^-^-f  etc.); 
or ,  en  changeant  x  en  a,   il  vient 

{ct^a)  dct  —  b)  (ct-^c)   Çct^d) (=t-~/) 

z={ct^ct)   (  A"-'  -f  px.""-^  -f  etc.  )  ; 
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le  second  membre  s'évanouit  à  cause  du  facteur  nul 
a.  —  cL\  mais  il  n'en  est  pas  de  même  du  premier,  qui 
est  le  produit  de  facteurs  tous  difFérens  de  zéro ,  tant  que 
A  difFère  de  chacune  des  racines  a,h,c,  (?.../:  la  sup- 
position n'est  donc  pas  vraie;  donc  wne  équation  d'un  de- 
gré quelconque  ne  peut  admettre  plus  de  diviseurs  bi- 
nômes du  premier  degré,  qu  il ny  a  d'unités  dans  V ex- 
posant de  son  degré,  et  ne  peut  avoir  par  conséquent 
un  plus  grand  nombre  de  racines  (*). 

^  i83.  En  regardant  une  équation  comme  le  produit 
d'un  nombre  de  facteurs 

x—a,  X — b,  x—c,   x^d,  etc., 
égal  à  l'exposant  de  son  degré,  elle  prendra  la  forme 
du  produit  indiqué  dans  le    n°  i35,    avec  cette  mo- 
dification, que  les  termes  seront  alternativement  po- 
sitifs et  négatifs. 

Si  l'on  se  borne  à  quatre  facteurs,  par  exemple, on 
aura 

oc^—ax^-{-abx^^abcx-\-abcd=:0, 

—  bx^-j-acx'^abdx 

—  cx^-l-adx"^  —  acdx 
—dx^-i-bcx'-^bcdx 

■i-bdx^ 
-^cdoc^ 


(*)  Cette  démonstration  beaucoup  plus  simple  que  celle  que 
j'avais  tlonnee  dans  les  éditions  précédentes,  est  tirée  àcs  Annales 
de  Mathématiques  publiées  par  M.  Gergonnc.  (  J^oyez  le  T.  IV  , 
page  209—210,  note.  ) 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  c'est  parce  que  le  binôme  x  —  et 
est  premier  avec  les  facteurs  x — a  ,  x  — 6  ,  etc.,  qu'il  ne  peut  di- 
viser leur  produit;  proposition  qui  s'étend  à  tous  les  poljnomcs 
de  la  forme  x'^  +  Px'»-'  -+■  etc.  En  substituant  ces  polynômes  aux 
nombres ,  dans  les  raisonnemens  du  n°  97  ,  on  démontrera  facile- 
ment que  tout  polynôme  qui  dii^ise  le  produit  de  deux  poly- 
nômes A  ef  B  ,  c<  qui  est  premier  avec  l'un  de  ces  polynômes  , 
dii^ise  nécessairement  l'autre. 
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Les  seconds  termes  des  binômes  x — a,  x — Z>,  x — c,  etc. 
étant  les  racines  de  l'équation,  prises  avec  un  signe  con- 
traire, les  propriétés  remarquées  dans  le  n**  i35,  et 
prouvées  en  général  dans  le  n°  i36,  auront  lieu  de  la 
manière  suivante ,  pour  le  cas  actuel  : 

Le  coefficient  du  second  terme  y  pris  avec  un  signe 
contraire,  sera  la  somme  des  racines  ; 

Le  coefficient  du  troisième  terme  sera  la  somme  des 
produits  des  racines  multipliées  deuop  à  deux  ; 

Le  coefficient  du  quatrième  terme  y  pris  avec  un  signe 
contraire  y  sera  la  somme  des  produits  des  racines 
multipliées  trois  à  trois ,  et  ainsi  de  suite  ,  en  observant 
de  changer  le  signe  des  coefïiciens  des  termes  de  rang 
pair; 

Le  dernier  terme^  soumis  comme  les  autres  à  cette  loi, 
sera  le  produit  de  toutes  les  racines. 

En  égalant,  par  exemple,  à  zéro  le  produit  des  trois 
facteurs 

oc  —  Sy  a: 4-4,07 4-3, 
on  formera  l'équation 

x^-\-Q.x'^ — 23  a; — 6o  =  c, 
dont  les  racines  seront 

+  5,     -4,     -3: 
on  aura ,  pour  leur  somme , 

5  —  4  —  3= — 2  ; 
pour  celle  de  leurs  produits  2  à  2 , 

-1-5  X— 4+5  X— 3— 4X— 3r=— 20— 1 5+1 2=— 23 , 
et  pour  le  produit  des  3 , 

-f5X  — 4X  — 3  =  60. 

C'est  aussi  ce  qu'on  déduirait  des  coefficiens  2,  — 23, 
—  60 ,  en  changeant  le  signe  de  ceux  du  second  et  du 
quatrième  terme. 
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Si  l'on  égale  à  zéro  le  produit  des  facteurs 
'  :r  — 9,   07  —  3  et  a7-f-5, 

l'équation  résultante 

x^ —  i9x-|-3o  =  o  , 
n'ayant  point  de  terme  affecté  de  x^ ,  puissance  immé- 
diatement inférieure  à  celle  du  premier  terme ,  manque 
de  second  teime ,  et  cela  parce  que  la  somme  des  ra- 
cines ,  qui ,  prise  avec  un  signe  contraire ,  forme  le 
ooefRcient  de  ce  terme ,  est  ici 

ou  zéro ,  ou  en  d'autres  termes ,  parce  que  la  somme  des 
racines  positives  est  égale  à  celle  des  négatives  (*). 


(*)  On  pourrait  croire  quoponr  découvrir  les  racines  trun€  équa- 
tion quelconcjuc  du  quatrième  degië 

il  suffirait  de  la  comparer  avec  le  produit  du  numéro  i83,  en  obser- 
vant d'égaler  les  quantités  qui  multiplient  dans  l'un  et  dans  l'autre  , 
les  m^mes  puissances  de  a:  5  et  c'est  par  l.\  que  la  plupart  des  auteurs 
élémentaires  pensent  démontrer  qu'«/ie  équation  d'un  degré  quel- 
conque est  leproduit  d'autant  de  facteurs  simples  quily  a  d^nités 
dans  t exposant  de  son  degré  :  on  verra  par  ce  qui  suit  que  leur  rai- 
sonnement est  fautif.  Je  n'ai  conclu  cette  proposition  que  con- 
ditionnelleraent  dans  le  numéro  182,  parce  q^il  faudrait,  pour  l'af- 
firmer positivement,  montrer  qu'une  équation  d'un  degré  quelconque 
a  une  racine,  soit  réelle,  soit  imaginaire,  ce  qui  ne  paraît  pas  facile 
à  faire  dans  les  élémens  ,  et  ce  qui  heureusement  n'est  pas  nécessaire 
alors  :  on  peut  d'ailleurs  voir  dans  le  Complément  les  réflexions  qwe 
j'ai  rapportées  h  ce  sujet. 

En  formant  les  équations 

—  a  —  1^  —  c  —^  d  =z  p , 

ab  +  ne.  -^ad-\-bc-^hd-\-cd=  tj^ 

— >abc — abd — acd — bcd=.  r, 

abcd  =  j, 

pour  en  tirer  les  valeurs  des  lettres  a,  b,  c,  J,  qui  seraient  les  racines 
de  l'équation  proposée,  le  calcul  serait  fort  compliqué,  si  l'on  voulfti: 
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i84-  Quand  on  considère  une  équation  comme  for- 
mée du  produit  de  plusieurs  facteurs  simples ,  ou  du 


omployerh  la  détermination  des  inconnues  a  ,  h  y  c  ,  d^  le  procède 
dn  numéro  785  mais  si  Ton  multiplie  la  premii-rc  des  équations  ci- 
dessus  paru',  la  seconde  par  «^,  la  troisième  par  a,  et  qu'on  ajoute, 
membre  à  membte  ces  ttx>is  produits  avec  la  quatrième,  on  aura 

d'où  Ton  conclut,  par  une  simple  transposition, 
û'*  -4-  ;?  û'  +  9  a'  +  r  a  +  »  =  o. 

Cotte  équation  ne  contient  plus  que  «,  mais  elle  est  entièrement  sem- 
blable à  la  proposée  :  la  difiicult<j  d'obtenir  a  est  donc  la  même  qne 
celle  d'obtenir  x. 

Ainsi ,  comme  l'a  dit  Castillon  {Mém.  de  Berlin  ^  annexe  1789)  : 
«(  On  prouve  bien  dans  toutes  les  Algèbres,  qne  par  le  produit  de  plu- 
))  sieurs  binômes  siniples  on  forme  une  équation  de  tel  degré  qu''on 
)>  \-ent,  mais  on  n'a  pas  fait  voir  qu'une  équation  fonuée  par  la 
5)  multiplication  de  plusieurs  binômes  simples,  peut  avoir  tels  CoefR- 
i)  ciens  qu'on  \'eut.  « 

Si,  au  lieu  de  multiplier  les  trois  premières  équations  en  a,  b,  c,  d, 
par  <2^,  a"*  etû,  respectivement,  on  les  multipliait  par  ^3^  ^^  f.x.b,  ou 
par  c3,  c'',  c,  ou  par  d^,  d'^,  d,  et  qu'on  ajoutât  encore  les  produits 
à  la  quatrième ,  on  aurait ,  dans  le  premier  cas , 

—  b'^  s=pb^  4-^^'  +  r^  +  *, 
dans  le  second, 

dans  le  troisième  , 

^d^=pd^-^çd''  +  rd'i-s; 

d'où  il  suit  qu'on  est  conduit  h  la  même  équation ,  soitpour  avoir  a, 
soit  pour  avoir  b,  etc.  En  effet,  les  quantités  û,  b,c,  d,  étant  toutes 
disposées  de  la  même  manière  dans  chaque  équation ,  il  n'y  a  pas  de 
raison  pour  que  l'une  soit  déterminée  par  aucune  opération  différente 
de  celles  qui  déterminent  Tautre  5  et  en  général,  si,  dans  la  re- 
cherche de  plusieurs  quantités  inconnues ,  on  est  obligé  d'employer 
pour  chacune  les  mêmes  raisonnemens  ,  les  mêmes  opérations  et  les 
mêmes  quantités  connues,  toutes  ces  quantités  seront  nécessaire- 
ment racines  d'une  même  équation. 
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premier  degré,  on  prouve  (182)  qu'elle  n'en  peut  avoir 
qu'un  nombre  marqué  par  l'exposant  n  de  son  degré  ; 
mais  si  l'on  combine  ces  facteurs  deux  à  deux ,  on  for- 
mera des  quantités  du  second  degré  ^  qui  seront  aussi 
facteurs  de  l'équation  proposée,  et  dont  le  nombre  sera 
exprimé  par 

^=^  (.40). 

Par  exemple ,  le  premier  membre  de  l'équation 
x^ — ax^-\-abx^ — abcx-\-abcdz=:Q  , 
— bx^-\-acx^ — abdx 
—  cx^-\-adx^ — acdx 
'-^djc^-j-bcx^ — bcdx 
^         -^bdx^ 
-j-cdx" 
étant  le  produit  de 

{x^a)  X  (oc'-b)  X  (x—c)  X  (^— ^, 
peut  se  décomposer  en  facteurs  du  second  degré ,  des 
six  manières  suivantes  : 

dx—a)  {x-^-b)  X  (^—0  {x—cC) 
(or— «)  (a:— c)  X  {oc—b)  (x— J) 
(07— a)  {x-^d)  X  {oc—b)  (x— c) 
(x— è)  (x— c)  X  {x—a)  {x—d) 
{pc-^b)  (X— cO  X  (^— «)  (^—0 
(x— c)  (x— cO  X  (^— a)  (^— ^); 
et  il  en  résulte  qu'une  équation  du  quatrième  degré  peut 
avoir  six  diviseurs  du  second. 

En  combinant  les  facteurs  simples  trois  à  trois,  on 
formera  les  diviseurs  du  troisième  degré  de  la  pro- 
posée; pour  une   équation  du  degré  n,  le  nombre  en 

sera 

n  {n — 1)  (n — 2) 

1.2.3         ' 

et  ainsi  de  suite. 
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De  r élimination  entre  les  équations  des  déférés   suvé- 
rieurs  au  premier. 

i85.  La  règle  du  n°  78,  ou  le  procédé  du  n°  84, 
suiHt  toujours  pour  éliminer  entre  deux  équations ,  une 
inconnue  qui  n'y  passe  pas  le  premier  degré ,  quel 
que  soit  d'ailleurs  celui  des  autres  inconnues  ;  et  lors 
même  que  l'inconnue  ne  serait  au  premier  degré  que 
dans  Tune  des  équations  proposées,  la  règle  du  n°  78 
s'y  appliquerait  encore. 

Si  l'on  a,  par  exemple  ,  les  équations 

X'"  -f-  oTy  =  n^  , 
on  prendra  dans  la  seconde  la  valeur  de  y ,  qui  sera 

Ji^  —  a:" 

çn  substituant  cette  valeur  et  son  quarré ,  à  la  place 
âey  et  de^'*  dans  la  première  équation  ,  on  obtiendra 
im  résultat  en  x  seulement. 

186*.  Si  les  équations  proposées  étaient  toutes  deux 
du  second  degré  ,  par  rapport  à  l'une  et  à  l'autre  des 
inconnues,  on  ne  pourrait  appliquer  la  méthode  pré- 
cédente qu'en  résolvant  une  des  équations,  soit  pcïr 
rapport  à  x ,  soit  par  rapport  ày. 

Soient,  par  exemple  ,  les  équations 
ax"^  -i-  bxy  -\-  cy''=:zm^ , 

la  seconde  donne 

substituant  dans  la  première ,  cette  valeur  de  y  et  son 
quarré ,  on  obtiendra 

fix*  rh  Ixi/n^  —  af  -f-  c (/i=*  —  x'^)  =  m^ 
L'objet  proposé  semble  rempli,  puisque  ce  résultat 
FJém.  d'Algèbre.  14*^  édition.        ^-'  •  '"^'f^'  -  nr-x.r 
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ne  contient  plus  l'inconnue  j';  mais  on  ne  peut  résoudre 
l'équation  en  x,  sans  la  ramener  à  une  forme  ration- 
nelle ,  en  faisant  disparaître  le  radical  où  l'inconnue  se 
trouve  engagée. 

Il  est  facile  de  voir  que  si  le  radical  était  seul  dans 
un  membre,  on  le  ferait  disparaître  en  élevant  ce  mem- 
bre au  quarré;  en  réunissant  donc,  par  la  transposition 
des  termes  ±.bx\^n^  —  x'^  et  m^^  tous  les  termes  ra- 
tionnels dans  un  seul  membre ,  on  aura 

ax""  +  c  {il"  ~  a;^  —  m"  ~  zp  bx  ]/ji^^~\ 
et  prenant  le  quarré  de  chaque  membre ,  on  formera 
l'équation 

-4  2acx\n^—x^)  — sam^o;^^— 2cm*(/i»— x^)  f        ^  ^  >'' 

qui  ne  contient  plus  de  radical. 

Le  procédé  qu'on  vient  d'employer  pour  faire  dispa- 
raître le  radical,  doit  être  remarqué,  parce  qu'on  a 
souvent  occasion  de  s'en  servir  j  il  consiste  à  isoler  le 
radical  qu'on  veut  faire  disparaître  ^  et  ensuite  à  élever 
ies  deux  membres  de  l'équation  proposée  à  la  puis- 
sance marquée  par  le  de^ré  de  ce  radical. 

1 87.  La  complication  de  ce  procédé ,  qui  devient  très 
grande  lorsqu'il  y  a  plusieurs  radicaux ,  jointe  à  la  dif- 
ficulté de  résoudre  l'une  des  équations  proposées ,  par 
rapport  à  l'une  des  inconnues,  difficulté  qui  est  sou- 
vent insurmontable  dans  l'état  actuel  de  l'Algèbre,  a 
fait  chercher  une  méthode  au  moyen  de  laquelle  on 
pût  opérer  sans  cela  l'élimination;  en  sorte  que  la 
résolution  des  équations  fût  la  dernière  des  opérations 
qu'exige  la  solution  des  problèmes.     , 

Pour  rendre  les  calculs  plus  faciles  ,  on  met  les  équa- 
tions à  deux  inconnues  sous  la  forme  d'équations  à 
«ne  seule,  en  ne  laissant  en  évidence  que  celle  qu'on 
veut  éliminer.  Si  l'on  avait,  par  exemple, 
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x^  -^  axy  -j-  bx=z  cj'*  +  c? j  -f-  e , 

on  transposerait  tous  les  termes  dans  un  seul  membre  , 
en  les  ordonnant  par  rapport  à.  x}  il  viendrait 

a;'^  -f-  (  ^y  +  ^)  ^  —  <^y*  —  ^y — «  =  o , 

et  faisant  pour  abréger , 

on  aurait  x^  -{-  P  x  -j-  Q  z=  o. 

L'équatiou  générale  du  degré  m  à  deux  inconn,ues. 
doit  contenir  toutes  les  puissances  de  x  et  de  jy ,  qui  ne 
passent  pas  ce  degré ,  ainsi  que  les  produits  dans  les- 
quels la  somme  des  exposans  de  a;  et  de  j  ne  s'élève  .^ 
pas  au-delà  de  th  ;  on  peut  donc  représenter  ainsi 
réquation  générale  du  degré  m,  à  deux  inconnues: 

x'"-j-(^a+by)x'^-'-i-(c-^ây-^ey''^x'^-^-h(J'^^y-jrhy^^ky^^^^ 

On  ne  donne  point  de  coefficient  à  x"^  dans  cette 
équation ,  parce  qu'on  peut  toujours ,  par  la  division ,  dé- 
gager de  son  multiplicateur  tel  terme  qu'on  veut  d'une 
équation  ;  et  si  l'on  fait  "niom  ?,tr^ 

a^by=P,  c^dy-\-ey-=Q ,  f^gy-\-hy^^kyh:=R , 

p+qy +uy— zrrrr,  p'-i-qy ^^ym^u,^ 

réquation  ci-dessus  prendra  la  forme  f 

a;m_|_p^,m-i  ^  Q^m-2  _|.  /^^m-3 -f  T'a:  -f  Uz=  Q. 

188.  Il  est  bon  de  remarquer  que  l'élimination  de  x 
entre  deux  équations  du  second  degré , 

x''  -\-Px-\-Q=:o  .x^-i-P'x-j-  Q'  =  o, 

peut  s'effectuer  immédiatement  en  retranchant  la  se- 
conde équation  de  la  première.   Cette  opération  donne 

17.. 
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<roù  ^  =  _££^;. 

substituant  cette  valeur  dans  l'une  des  [deux  équatioTiif 
proposées ,  la  première ,  par  exemple ,  on  trouvera 

JQ-Q'y      PCQ-Q')    ,  ^ _ „ 

(  p p^  y  p p/         r  V  —  o  ^ 

faisant  disparaître  les  dénominateurs ,  on  aura 

et  mettant  P — P'  en  facteur  commun  dans  les  deux 
derniers  termes  ,  il  viendra 

{Q-Q'y  +  {P-P'){PQ'-QP')=o. 

Il  ne  restera  plus  qu'à  substituer  pour  P ,  Q ,  P'  et  Q\ 
les  valeurs  particulières  au  cas  qu'on  examine. 

189.  Avant  d'aller  plus  loin,  je  vais  montrer  com- 
ment on  reconnaît  que  la  valeur  de  l'une  quelconque 
des  inconnues  satisfait  en  même  temps  aux  deux  équa- 
tions proposées.  Afin  de  mieux  fixer  les  idées,  je  prendrai 
un  exemple  particulier  ;  mais  le  raisonnement  n'en  sera 
pas  moins  général. 

Soient  les  équations 

.T^-f-Sx^^-f  3ary  — 98=0 (1), 

x^'-j-^ocy  — 2y^  — 10=0 (2), 

f[ue  "je  supposerai  données  par  une  question  d'après 
laquelle  on  doit  avoir  ^  =  3. 

Pour  vérifier  cette  dernière  assertion,  il  faut  d'abord 
substituer  3  à  la  place  de^ ,  dans  les  équations  pro- 
posées ,  ce  qui  donne 

a:^  -f-  9  x*  -f-  27  a:  —  98  =  0 (a), 

a:*-f  120:  —  28  =  0 (b), 

équations  qui  doivent  admettre  la  même  valeur  de  ar,  si 


*■ 

^ 
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— x^ —  4  ^y  +  ^y""^  + 1  o 
—    xy-^-Sy^x-^-io 

i^-^  Reste +  (g^-f  10 


ou  bien     (9/+io)x^-f36 

+4c 

-(9^+10)0:-+   i 

+  1C 


+  38 
+  5q 
+  9^ 


ou  bien     (38y+5oy+98)( 
■^(38/+5oy-f-98)C 

2^  Reste 


En  égalant  ce  reste  à  zéro 
positif,  il  vient 


45/+34E 


f 
f 
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celle  cpi'on  a  assignée  poiir^  est  vraie.  Si  Ton  dés^ne  la 
valeur  de  x  par  a ,  il  faudra ,  en  vertu  de  ce  qui  a  été 
prouvé  numéro  179,  que  l'équation  (a)  et  l'équation  (b) 
soient  divisibles  l'une  et  l'autre  par  x  —  et;  elles  au- 
ront donc  un  diviseur  commun  dont  x  —  et  doit  faire 
partie  ;  et  en  effet ,  on  trouve  pour  ce  commun  diviseur 
X  —  2  (48)  :  on  a  donc  a ^=2.  Ainsi,  la  valeur  j/=:  5 
convient  à  la  question,  et  correspond  à  a:  =  52. 

S'il  restait  quelque  doute  que  le  commun  diviseur  des 
équations  (a)  et  (b)  dût  donner  la  valeur  de  x ,  on  le  lè- 
verait en  observant  que  ces  équations  reviennent  à 
(a;^-f-iix-f-49).  (^  —  2)  =0, 
(x-f  14)  (x  — 2):=o, 
d'où  il  est  visible  qu'elles  sont  satisfaites  lorsque  l'on  y 
met  2  pour  x. 

190.  Le  moyen  que  je  viens  d'indiquer  pour  trouver 
la  valeur  de  x,  quand  celle  de  y  est  connue,  peut 
s'appliquer  immédiatement  à  l'élimination  de  x. 

En  effet,  quand  on  opère  sur  les  équations  (1)  et 
(2)  ,  comme  pour  chercher  si  elles  ont  un  commun  di- 
viseur en  X ,  au  heu  d'en  trouver  un  ,  on  arrive  à  un 
reste  qui  ne  contient  plus  que  l'inconnue  y  et  des 
nombres  donnés  ;  et  il  est  évident  que  si  l'on  y  met- 
tait à  la  place  de  y  sa  valeur  3  ,  il  devrait  s'évanouir , 
puisque ,  par  la  même  substitution  ,  les  équations  (1  )  et 
(2)  deviennent  les  équations  (a)  et  (b)  ,  qui  ont  un 
commun  diviseur.  En  égalant  donc  ce  reste  à  zéro  ,  on 
exprimera  la  condition  que  doivent  remplir  les  valenrs 
de^,  pour  que  les  deux  équations  données  puissent  ad- 
mettre en  même  temps  une  même  valeur  pour  x. 

Le  tableau  ci-joint  contient  les  détails  de  l'opération 
relative  aux  équations , 

X-  4.  ox-^j  -f  ^xy'  —  98  ==  o, 
x'^  4- 4tj  — .^y  —  ic  :=  0  , 
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qui  m'ont   occupe  dans    le    ntimcTo    précédent    :   on 
trouve  paur  le  dernier  diviseur , 

(;9y*  -f  10)  a;  —  Qy^  —  ^^j'  —  ^  *, 
et  le  reste  étant  égalé  à  zéro  ,  donne 
43/-f345j'4— 1960/4-750/  — 294oy  — 4002  =  0  , 
équation  qui  admet,  outre  la  valeur  y ^=='5  indiquée 
ci-dessus ,  toutes  les  autres  valeurs  de  y  dont  la  ques- 
tion -proposée  est  susceptible ,  et  qu'on  nomme  pour 
cette  raison  équation  finale. 

Le  reste  ci-dessus  étant  annulé,  l'avant-dernier  reste 
devient  le  diviseur  commun  des  équations  proposées  , 
en  sorte  qu'en  l'égalant  à  zéro  ,  il  donne  la  valeur  de 
X,  lorsqu'on  y  met  celle  de  y.  Sachant,  par  exemple, 
que  ^  =3 ,  on  mettra  ce  nombre  dans  la  quantité 

(gy-f  io):c  — 2/— loy— -98, 
quon  égalera  ensuite  à  zéro,  et  il  viendra  l'équation  du 
premier  degré 

91  X — 182  =  0     d'où     x'  =  2. 

191.  *L*opération  que  je  viens  de  faire  sur  des  équa- 
tions particulières,  peut  s'appliquer  également  à  des 
équations  quelconques 

X'"  -f  Px'"-'  -}-  Çx"'-"  -f-  Rx"'-\  . .  -^Tx-^  U=  o, 
a"  -hP  X"-  -f  Ç'x»-=»-H/iV-^  . .  4-rx-f-Z'  =  o, 
où  'la  seconde  inconnue  est  enveloppée  dans  les  coef- 
ficiens  P,  Ç,  etc.,  P\Q',  etc.;  l'élimination  de  l'in- 
connue X  s'effectuera  en  cherchant,  comme  ci-dessus, 
le  plus  grand  diviseur  commun  aux  premiers  membres 
de  ces  équations,  et  en  égalant  à  zéro  le  reste  indépen- 
dant de  X.  < 

Le  calcul,  en  général  assez  compliqué,  peut  dans  les 
cas  particuliers,  recevoir  plusieurs  simplihcations  utiles  j 
mais  le  détail  en  serait  trop  long  pour  m'y  arrêter  ici  ; 
elles  sont  d'ailleurs  assez  faciles  à  trouver:  je  supposerai 
donc  que,  dans  le  cours  de  l'opération  ,  on  ne  supprime 
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aucun  facteur  en  y  qui  serait  commun  à  tous  les  termes 
d'un  même  reste,  et  je  me  bornerai  à  expliquer  les  ré- 
sultats qui  pourraient  embarrasser.  Premièrement  il  peut 
arriver  que  la  valeur  àey  rende  nul  de  lui-même  l'avant- 
dernier  reste  ;  alors  le  reste  précédent ,  ou  celui  dans 
lequel  x  entre  au  second  degré,  deviendra  le  diviseur 
commun  des  deux  équations  proposées.  En  y  mettant  la 
valeur  dej',  et  l'égalant  ensuite  à  zéro ,  on  aura  une  équa- 
tion du  second  degré  en  x  seul,  dont  les  deux  valeurs 
correspondront  à  la  valeur  connue  de  j'.  Si  cette  valeur 
rendait  encore  nul  le  reste  du  second  degré ,  il  faudrait 
recourir  au  précédent,  où  x  monterait  au  troisième 
degré,  parce  qu'il  serait,  dans  ce  cas ,  le  diviseur  com- 
mun des  deux  équations  proposées  ;  et  la  valeur  de  y 
correspondrait  à  trois  valeurs  de  x.  En  général ,  il  faudra 
remonter  jusqu'à  un  reste  qui  ne  s'anéantisse  point  par  la 
substitution  de  la  valeur  de  y. 

Il  peut  encore  arriver  qu'on  ne  trouve  pas  de  reste , 
ou  bien  que  le  reste  ne  renferme  que  des  quantités 
connues. 

Dans  le  premier  cas ,  les  deux  équations  ont  un  divi- 
seur commun  sans  aucune  détermination  de  y]  elles 
sont  donc  de  la  forme 

D  étant  le  diviseur  commun.  Il  est  visible  qu'on  satisfait 
à  toutes  deux  en  même  temps ,  en  faisant  d'abord  D=c  ; 
et  cette  équation  déterminera  Tune  des  inconnues  par 
l'autre,  quand  le  facteur  Z>  les  contiendra  toutes  deux; 
mais  s'il  ne  renferme  que  des  quantités  données  et  x, 
cette  inconnue  sera  déterminée ,  et  l'autre  restera  en- 
tièrement indéterminée.  Quant  aux  facteurs  qui  ne 
contiendraient  pas  x,  on  les  obtiendrait  d'après  la 
remarque  du  n°  5o. 
Si  l'on  fait  ensuite 


2G4  É    L    É    M    E    N    s 

conjointement,  on  se  procurera  encore  deux  équations 
qui  pourront  fournir  des   solutions  déterminées  de  la 
question  proposée. 
Soit,  par  exemple , 

{ax-\-hy  —  c  )   (  mx  -f-  ny  —  J  )  :=  o  , 

(ax-^b'y — c  )   (^mx  -j-ny  —  d):=o; 

en  supposant  d'abord  nul  le  second  facteur  ,  commun 

aux  deux  équations ,  on  n'aura  ,  entre  les  inconnues  x 

et  y,  que  la  seule  équation 

mx  -\-  ny  —  dz=z  o  ; 

et  sous  ce  point  de  vue  ,  la  question  sera  indéterminée  : 
mais  en  supprimant  ce  facteur,  on  tombera  sur  les 
équations 

ax-j-lry  —  c  =  o,  af  x -\- b^  —  c'  =  o, 

<)\i  ax-^byr=c,  a'x  -f-  b'y  =  c  ; 

et  dans  ce  sens ,  la  question  sera  déterminée ,  puisqu'oi? 
aura  autant  d'équations  que  d'inconnues. 

Dans  le  cas  où  le  reste  ne  contient  que  des  quan- 
tités données ,  les  deux  équations  proposées  sont  con-» 
tradictoires  ;  car  le  diviseur  commun  qui  établit  leur 
existence  simultanée ,  ne  peut  avoir  lieu  que  par  une 
condition  qu'il  est  impossible  de  remplir  ,  puisqu'elle 
tombe  sur  des  quantités  données ,  et  qu'elle  présente 
un  résultat  absurde.  Ce  cas  se  rapporte  à  ce  qu'on  a  vu 
n°  68  pour  les  équations  du  premier  degré. 

19a.  Il  est  encore  à  propos  d'être  prévenu  que  les  po- 
lynômes en  3^,  par  lesquels  on  multiplie  les  dividendes 
partiels,  pour  rendre  les  divisions  possibles,  intro- 
duisent souvent  dans  le  dernier  reste  des  facteurs 
étrangers  à  la  question,  et  qui  font  que  ce  reste  n'en  est 
pas  la  véritable  équation  finale.  Pour  n'être  pas  induit  en 
erreur  sur  les  valeurs  dey  qui  proviennent  de  ces  facteurs, 
l'idée  qui  se  présente  d'abord  est  de  substituer  immédia- 
tement dans  les  équations  proposées  chacune  des  valeurs 
que  donne  l'équation  en  y  seul ,  car  toutes  les  valeurs  qui 
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font  aCc^iiérir  à  ces  équations  un  commun  diviseur  ,  ap- 
partiennent nécessairement  à  la  question ,  et  les  autres 
doivent  être  exclues.  On  sent  aussi  que  l'équation  finale 
pourrait  devenir  incomplète  si  l'on  supprimait,  dans 
le  cours  du  calcul,  quelque  facteur  en^;  mais  toutes 
ces  circonstances,  qui  ont  été  discutées  par  M.  Bret, 
dans  le  i5®  cahier  du  Journal  de  V  Ecole  Polytechnique  y 
et  par  M.  Lefébure ,  dans  le  n*'  3  du  2®  volume  de  la 
Correspondance  sur  la  même  école  ,  rendent  peu  com- 
mode dans  la  pratique  l'emploi  du  procédé  indiqué  ci- 
dessus,  et  doivent  lui  faire  préférer  celui  que  je  vais 
exposer,  d'après  Euler,  dans  le  numéro  suivant  C*). 
193.  Soient  les  deux  équations 

en  représentant  par  x — et  le  facteur  qui  doit  être  com- 
mun à  l'une  et  à  l'autre,  lorsque  y  est  déterminé  con- 
venablement, on  pourra  considérer  la  première  comme 
le  produit"  de  x  —  at,  par  le  facteur  du  deuxième  de- 
gré, x^-\-px-j-q  j  et  la  seconde  comme  le  produit  de 

X  —  et,  par  le  facteur  du  troisième  degré 

x^-\-yx''-{-q'x'\-r  j  p  et  q  j  p',  q^  et  /,  étant  des 
coefïiciens  indéterminés  :  on  aura  donc 

j:^^Pjc''^Qx-\-R=(ix-^cf:)(x^+px+q) , 
a:44-p  V-f-  Q'x'-i-R\v-{-S'~(ix-ci){x^-{-p'x^-\-q'x-\-r') . 

f*)  On  peut  niscmcnt  conclure  de  ce  qniprccède,  que  la  recherche 
de  l"* équation  finale  lire'c  de  deux  équations  h  deux  inconnues,  est, 
en  général,  un  problème  dc'tcrmlnc  ;  mais  la  même  équation  finale 
peut  répondre  h  une  infinité  de  systèmes  d'équations  h  deux  incon- 
nues. En  renversant  le  procédé  par  lequel  on  obtient  leplusprand 
commun  diviseur  de  deux  quantités,  il  serait  extrêmement  facile 
de  former  h  volonté  ces  systèmes;  mais  cette  question  a  trop  peu 
d'usage  dans  les  Mathématiques  élémentaires,  pour  s'y  arrêter  ici, 
et  pom-  s'appesantir  sur  les  remarques  minutieuses  auxquelles  elle 
pourrait  donner  lieu.  Ce  sont  de  ces  objets  qu'il  faut  laisser  h  la  saga- 
cité des  lecteurs  întclligcns,  qui  ne  manquent  jamais  de  les  trouver 
d'eux-mêmes,  si  qnclquo  circonsiaiicc  leur  eu  fait  sentir  le  besoin. 
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iia  climinarit  le  binôme  (.r  —  a)  coiiim';^  une  inconnue 

au  pi-emier  degré  (84)  ,  on  trouvera 

(  x'  -f  Px'  -f  Çx  -f-  /?  )  (a:3  -I-  ;.;r^  -|-  ,/x'  +  /■'  )r= 
(x4  4-  p:^-  4-  (>'a7^^  -f-  iî'o:  4-  6^'  )  C  -^'^  +  P^^^  +  ^  )  • 
Ce  résultat  doit  se  vérifier  sans  qu'il  soit  besoin  d'as- 
signer à  jc  aucune  valeur  particulière  ;  c'est  ce  qui  ne 
peut  arriver,  à  moins  que  le  premier  membre  ne  soit 
composé  des  mêmes  termes  que  le  second  :  il  faudra 
dojîc,  après  avoir  effectué  les  multiplications  indiquées^ 
égaler  entre  eux  les  coeiliciens  que  chaque  puissance  de 
X  aura  dans  les  deux  membres ,  et  on  obtiendra  ainsi 
les  équations  suivantes  : 

Q-hPp'-i-q~iy-hP'p-H,      Rq'-i-Qr'=-S'p-hIi'q> 

Comme  ces  équations  sont  au  nombre  de  six,  et  qu'elles 
ne  renferment  que  cinq  quantités  indéterminées, savoir, 
p  y  q  ^  p  ,  q  Qt  / ,  on  pourra  chasser  ces  quantités  qui 
ne  montent  qu'au  premier  degré ,  et  arriver  à  une 
équation  qui,  ne  renfermant  plus  que  les  quantités  F , 
Q  ,  Ry  P' ,  Q\  R' ,  et  y,  exprimera  une  c<mclition 
sans  îatfuelle  on  ne  pourrait  satis£aire  à  celles  de 
la   question,  et  sera  par  conséquent  l'équation  finale 

^"  y- 

[*)  La  méthode  d'Euler,  exposée  ici,  rcrimit  à  multiplier  chacime 
Jos  <'quations  proposées  par  un  Cictcur  dont  les  coefriciens  .soient 
iixlt' termines,  h  égaler  les  produits  ,  et  à  disposer  des  coefficiens  da 
manière  que  K-s  termes  aiFectes  de  Tinconnuc  .r  se  détruisent  entre  eux. 
C'est  ainsi  qu'il  l'a  présentée  dans  son  fnfroJuclion  a  V  analyse  îles 
infinis.  Là,  k  désignant  l'exposant  du  degré  des  produits,  eelui 
«tes  facteurs  se  trouve  k  —  m  pour  l'équation  du  degré  m  ,  cl 
l—n.  p-)ur  celle  du  d^gré  n.  Le  premier  terme  de  chacun  de  ces 
facicurt  ayant  r««iui  pour  coeflîcient ,  l'un  contient  A; — /n  coefficiens 
ittdi-tcrminfs,  et  l'autre  k—n.  La  somme  des  produits  renferme  \u\ 
nombre  *  de  Icrmes  affecté»  de  j:^  mais,  il  n'en  faut  détruire  que 
k  —  I  ,  parce  que  celui  qui  contient  la  plus  haute  puissance  de  a:, 
fcVvanouit  par  hii-in6iwc.  14  suit  de  là  (^ue  le  nombretutala  A— m-« 
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Si  cette  équation  6e  trouvait  identique,  il  s'ensuivrait 
que  ks  équations  proposées  auraient  au  moins  un  fac- 
teur de  la  forme  x  —  a,  quel  que  fût  3';  et  si  au  con- 
traire l'équation  finale  ne  comprenait  que  des  quantités 
connues, les  équationsproposéesseraient  contradictoires. 
Lorsque  l'tquation  finale  peut  avoir  lieu  ,  on  obtient 
le  facteur  x  —  a,  ea  divisant  la  première  des  équations 
proposées,  par  le  polynôme  x^ -^-px  -i-<^  ;  on  trouve 
pour  quotient 

x-i-P^p, 

et  on  néglige  le  reste,  parce  qu'il  doit  nécessairement 
être  nul ,  lorsqu'on  y  met  pour  y  nne  valeur  tirée  de 
l'équation  finale.  En  égalant  à  zéro  le  quotient  ci-des- 
sus,  on  en  tire 

x^np-^P, 

et  cette  valent  de  jcsera  connue,  ou  au  moins  exprimée 

en  y ,  si  l'on  y  remplace  p  par  sa  valeur  déduite  des 

équations  du  premier  degré ,   formées   plus  haut. 

Cette    même    expression  prendra    en    g-énéral    une 

pp..  ,  M 

lorme  rractionnaire ,  en  sort«  qii  on  aura  j:  =  •— r  ,    ou 

Nx  —  M=zO'j  et  on  voit  aloi\3  qiie  les  valeurs  àe  y 
qui  feraient  évanouir  «jimultanément  31  et  iV,  véri- 
fieraient l'équation  précédente,  indépendamment d-e  a:; 
cela  viendrait  de  ce  que,  par  ces  valeurs,  les  deux 
équations  proposées  acquerraient  un  facteur  commun 
d'un  degré  plus  élevé  que  le  premier.  Il  ne  serait  pas 
difficile  de  remonter  jusqu'aux  conditions  immédiates 

lies  coefficiens  indéterminés  doit  être  égal  h  A  —  i ,  et  que  par  consé- 
quent A-  =  m  -f-rt  —  1  ;  on  doit  donc  multiplier  l'équation  du  degré  m 
par  un  facteur  du  degré»  ■ —  i  ,  celle  du  degré  n  par  un  facteur  du 
degré  m  —  i  ,  et  égaler  les  produits  terme  à  terme,  règle  semblaMc 
à  celle  qu'on  donne  dans  le  texte.  Il  est  bon  de  remarquer  que  cette 
première  méthode  d'F'ulcr  contient  le  germe  de  celle  que  Bézout  a 
développée  dam  «a  Théorie  des  Equations  al^briques. 
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qui  indiquent  cette  circonstance;  mais  de  semblables 
détails  passent  les  bornes  que  je  me  suis  prescrites  dans 
ce  Traité. 

194-  Soient  d'abord  pour  exemple  les  équations 

les  facteurs  qui  multiplient  x — -a  seront  ici  du  premier 
degré ,  ou  a:  -f-p  et  x'-f-p'  seulement  :  on  aura  donc 
Rr=zo^  R'  z=zo  j  S^z=o  y  q-=zo  f  q'=z o ,  7 '  =  o , 
et  il  viendra 

p+p'  =p'+p,  \    (   p-p'  =p-p', 

.     Q-^Pp'  =  Q',+P'p,\  ou  \P'p-Pp'=Q-Q', 

Qp'=Q'p,        \       iQ'p-Qpf=:o. 
On  tirera  des  deux  premières  équations  , 

(p-p')p- ((>-(?') 

F  —  p p'  >' 

p  -         p^p^ 

Substituant  dans  la  troisième,  il  en  résultera 

iP-n  (_yp-(  Ç— Ç')  Q':=.{P^P')P'  Ç-(  Q^Q')  Q 

ou     (P  -  PO  {PQ'-—  QP')  -f  iQ—çy^o. 

Maintenant  si  dans  l'équation 
xz=zp  —  P, 

on  met  pour  p  sa  valeur  trouvée  ci-dessus ,  on  ob- 
tiendra, comme  dans  le  n°  188, 

•^  —    p-^  p^' 

195.  Afin  de  donner  au  lecteur  l'occasioh  de  s'exercer, 
j'indiquerai  les  calculs  à  faire  pour  éliminer  x  entre 
les  deux  équations 

x^-f-  Pjc^^  q^  -f  /î  —  0 ,      x^  -f  P'x^  -f  Q'x  -f  /î'  =  o. 
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Dans  ce  cas ,  on  aura 

S'  =z  o  ,         r'  =  o  (  1  qS')  , 
et  il  viendra  ces  cinq  équations  : 

auxquelles  je  donnerai  la  forme  suivante  : 

P'p^Pp^^        g^g'     =.Q^Q\  '^H- 

Q'P—QP'  +  P'q  -Pq'^  R-^R\ 
R'p-Rp'  J^Q'q^Qcj':=o, 
R!q^rxq'^o. 

On  pourrait ,  par  les  règles  du  n°  88 ,  tirer  immé- 
diatement de  quatre  quelconques  de  ces  équations ,  les 
valeurs  des  inconnues  p  ,  p\  q  et  q'  ;  maisla  simplicité 
de  la  première  et  de  la  dernière  de  ces  mêmes  équations , 
permet  d'arriver  plus  promptement  au  résultat.  Je  fais, 
pour  abréger  , 

et  je  déduis  ensuite  de  la  première  et   de  la  dernière 
des  équations  proposées , 

P'  =  p~e,     ,'=Ç;  t 

puis,  substituant  dans  les  trois  autres  et  faisant  dispa- 
raître le  dénominateur  R  ,  il  vient 

(iP''-P)Rp-h(iR    -/Î')(7  =  ;?(e'-Pe)...(a) 
{Q'-Q)Rp^(RP'^PR^)qr=R  (e^'-^Oe). .  .(b) 
(R^^R)  Rp  4.  iRQ^^QR^)  q  =  --R^e  .......  (c) 

Si  maintenant  on    tire  des   équations   (a)    et  (b)   les 
valeurs  de  p  et  de  g  (88)  ,  et  qu'on  y  supprime  le  fac-. 
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leur  R  qui  sera  commun  aux  numérateurs  et  au  déno- 
minateur ,  on  aura 

^     {P' -- p)  (Rp'^PB!)  —  (il— /r )  {{>'—Q)  ' 

__  (P'^P)  (e"--Çe)R—R(/—Pe){  Q'—Q) 
^~{P'^P)  (Rjy—PH')  —  {H—R')  Cy— y  )  ' 

mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  (c) ,  on  obtiendra 
une  équation  finale,  divisible  par  R  et  se  réduisant  à 

^      où  il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  les  lettres  e,  e',  e", 
par  les  quantités  qu'elles  désignent. 

196.  Si  l'on  avait  entre  les  trois  inconnues  x  yy  et  z, 
un  pareil  nombre  d'équations  désignéespar  (1),  (2)  et  (5), 
et  qu'on  voulût  déterminer  ces  inconnues ,  on  pourrait 
combiner,  par  exemple,  l'équation  (1)  avec  (2)  et  avec 
(3)  ,  pour  éliminer  x ,  et  chasser  ensuite^  des  deux  ré- 
sultats qu'on  aurait  obtenus  ;  mais  il  faut  observer  que , 
par  cette  élimination  successive ,  les  trois  équations  pro- 
posées ne  concourent  pas  delà  même  manière  à  former 
l'équation  finale  :  l'équation  (1)  est  employée  deux  fois, 
tandis  que  (2)  et  (3)  ne  le  sont  qu'une;  et  il  arrive  de  là 
que  le  résultat  auquel  on  parvient ,  est  compliqué  d'un 
facteur  étranger  à  la  question  (84).  Bézout,  danssaTTzeo- 
rie  des  Équations ,  a  fait  usage  d'une  méthode  qui  n'est 
point  sujette  à  cet  inconvénient,  et  par  laquelle  il  prouve 
que  le  degré  de  r  équation Jlnale,  résultante  de  l' élimina- 
tion entre  un  nombre  quelconque  d' équations  complètes , 
renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues  et  de  degrés 
quelconques,  est  égal  au  produit  des  exposans  qui  mar- 
quent le  degré  de  ces  équations.  On  trouvera  dans 
le  Complément  de  ce  Traité,  la  démonstration  élé- 
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gante  et  courte  que  M.  Poisson  a  donnée  de  cette  pro- 
position, qu'il  est  d'ailleurs  fort  aisé  de  vériiier  sur 
les  équations  finales  rapportées  dans  les  n°*i94  et  igB. 
En  supposant  complètes  les  équations  proposées  dans 
ces  numéros  ,  l'inconnue^  entre  au  premier  degré  dans 
P  et  P\  au  deuxième  dans  Q  et  Q\  au  troisième 
dans  R  et  R';  il  s'ensuit  que  e  sera  du  premier  degré , 
e  du  second,  e"  da  troisième,  et  que  les  termes  du 
degré  le  plus  élevé  des  produits  indiqués  dans  l'é- 
quation finale  du  n°  194,  auront  pour  exposant  4> 
ou  2.5,  et  ceux  de  l'équation  finale  du  n°  1^5  au- 
ront 9 ,   ou  3.3. 

De  la  recherche  des   racines  commensurables  ,  et  des 
racines  égales  des  équations  numériques. 

197.  Après  avoir  fait  connaître  les  principales  pro- 
priétés des  équations  algébriques,  et  la  manière  d'en 
éliminer  les  inconnues,  lorsqu'il  y  en  a  plusieurs,  je 
vaism'occuperde  la  résolution  numérique  des  équations 
à  une  seule  inconnue  ,  c'est-à-dire ,  de  la  recherche  de 
leurs  racines,  lorsque  leurs  coefficiens  sont  exprimés 
en  nombres  (*). 

Je  commencerai  par  montrer  que  quand  l'équation 
proposée  n'a  pour  coefficiens  que  des  nombres  entiers  , 
et  que  celui  de  son  premier  terme  est  l'unité ,  ses  ra- 
cines réelles  ne  sauraient  s'exprimer , par  des  fractions  , 
et  ne  peuvent  être  par  conséquent  que  des  nombres  en- 
tiers y  ou  des  nombres  incommensurables. 

(*)  On  n^a  point ,  pour  les  degrés  supérieurs  au  quatrième  ,  de 
resolution  générale;  il  n'y  a  même,  à  proprement  parler,  que  celle 
des  équations  du  second  degré,  que  Ton  puisse  regarder  comme  com-^ 
plète.  Les  expressions  des  racines  des  équations  du  troisième  et  du 
quatrième  degré  sont  fort  compliquées,  sujettes  h  des  exceptions, 
et  beaucoup  moins  commodes  dans  la  pratique,  que  les  procédés  que 
je  vais  donner;  on  les  trouvera  d'ailleurs  dans  le  Complément, 
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Pour  le  prouver,  soit  l'équation 

x«  4.  P  x"-^  +  Q  X"-'' 4-  r  X  4-  ^  —  o , 

dans  laquelle   on    substitue   une  fraction    irréductible 

V  à  la  place  de  x",  elle  deviendra 

^  +  P^  +  QÏZ ^Tl  +  V=o; 

et  en  réduisant  tous  ses  termes  au  même  dénominateur, 
on  aura  -  ' 

ri"4-Pa"-»è-f-  Qa^'-^'b^ 4-Ta6"-'  -f-  f/i"— o, 

ce  qui  revient  à 

«''-f-è(Pa'^--f-Ça"-^è ^Tab--^-i-Vb^-')=zo. 

Le  premier  membre  de  cette  dernière  équation  est 
formé  de  deux  parties  entières,  dont  l'une  est  divisible 
par  b ,  et  l'autre  ne  l'est  pas  (98) ,  puisqu'on  suppose  la 

fraction  ?  réduite  à  sa  plus  simple  expression  ,  ou  que  a 

0 
et  b  n'ont  aucun  diviseur  commun  ;  l'une  de  ces  parties 
ne  peut  donc  détruire  l'autre. 

198.  C'est  d'après  cette  remarque  qu'on  a  reconnu 
l'utilité  de  faire  disparaître  les  fractions  d'une  équation, 
ou  de  rendre  ses  coefficiens  entiers ,  mais  de  manière 
néanmoins  que  le  premier  terme  n'en  acquière  point 
d'autre  que  l'unité  \  et  l'on  y,  parvient  en  faisant  V in- 
connue proposée  égale  à  une  nouvelle  inconnue  dwisée 
par  le  produit  de  tous 'les  dénominateurs  de  l'équation  , 
puis  en  réduisant  tous  les  termes  au  même  dénomina- 
teur ,  par  le  procédé  du  n°  62. 

Soit  pour  exemple  l'équation 

„   ,  ax*   ,    bx       c 

*     m  n        p 
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y 

on  prendra  x  =  —^ — ,  et  mettant  cette  expression  de  x 
dans  l'équation  proposée  ,  on  obtiendra 

'  771^71^  p^         771^  71^  p^  77l7f-p         p  ' 

le  diviseur  du  premier  terme  contenant  tous  les  facteurs 
des  autres  diviseurs^  on  multipliera  par  ce  diviseur,  et  on 
réduira  chaque  terme  à  sa  plus  simple  expression  :  on 
trouvera  alors 

y^  -f-  a7ipy^  -|-  b  7n^np^y  -f-  c/ti''  Ti^p^  =  o. 

Quand  les  dénominateurs  m,  ti,  p  ,  ont  des  divi- 
seurs communs ,  il  ne  faut  diviser  y  que  par  le  plus 
petit  nombre  qui  puisse  se  diviser  en  même  temps  par 
tous  les  dénominateurs.  Ces  simplifications  sont  trop 
faciles  à  apercevoir,  pour  qu'il  soit  besoin  de  s'y  ar- 
rêter; je  me  bornerai  seulement  à  faire  observer  que  si 
tous  les  dénominateurs  étaient  égaux  à  zn ,  il  suffirait  de 

faire  x  ■=.^. 

771 

L'équation  proposée ,  qui  serait  alors 


deviendrait 


„   ,   ac(f-   ,   bx    ,    c 

771  771  771 


yl+-j;  +  hi+±=o. 

77r         Tir  JTT         m 


et  l'on  aurait 

y"^  -f-  ay^  +  ^  ^y  -\-C7n^=io. 

Il    est  visible   que   l'opération  ci  -  dessus  revient  à 
multiplier  toutes  les    racines   de   la  proposée    par  le 

nombre  jti  ,    puisque  x  =  —  donne  yz=77ix, 
Elém.  d'Algèbre.  i4®  édition.  i8 
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1 39 .  Maintenant ,  puisque  a  étant  la  racine  de  l'équa- 
tion a:"  4"^^  ^""'-1- Ç^"~' -fT'x'-f-t/^OjOn  a 

r;  =  — û"  — Pa"-»— Qa"-^ —Ta  (179), 

il  en  résulte  que  a  est  nécessairement  un  des  diviseurs 
du  nombre  entier  U ,  et  que  par  conséquent  lorsque  ce 
nombre  a  peu  de  diviseurs ,  il  suffira  de  les  substituer 
successivement  à  la  place  de  x ,  dans  l'équation  pro- 
posée, pour  reconnaître  si  elle  a  une  racine  en  nombres 
entiers  ou  non. 

Si  l'on  a,  par  exemple,  l'équation 

x3_6^ii_^27x  — 38  =  o, 

le  nombre  38  n'ayant  pour  diviseurs  que  les  nombres 

1,     2,     19,     38, 

on  les  essaiera ,  tant  positivement  que  négativement ,  et 
l'on  trouvera  que  le  seul  nombre  entier  -f-  2  satisfait  à 
l'équation  proposée,  ou  que  x  =  q.  On  divisera  ensuite 
l'équation  proposée ,  par  a: —  2  ;  égalant  à  zéro  le  quq- 
tient,  on  formera  l'équation 

or^— 4a:-f-  19  =  0, 

dont  les  racines  sont  imaginaires  ;  et  en  résolvant  celle- 
ci  on  trouvera  que  la  proposée  a  trois  racines , 

a:  =  2,     :r  =  2-f-\/ — 15,     x=2 —  [/ — 15. 

200.  Le  procédé  que  je  viens  d'indiquer  pour  dé- 
couvrir le  nombre  entier  qui  satisfait  à  une  équation , 
devient  impraticable  lorsque  le  dernier  terme  de  cette 
équation  a  beaucoup  de  diviseurs  ;  mais  l'équation 

t/  =  —  a"  — P  a"-^  —  Q  a"-" —Ta, 

fournit  de  nouvelles  conditions  qui  abrègent  beaucoup  le 
calcul.  Afin  de  rendre  la  méthode  plus  claire,  je  prendrai, 
comme  exemple,  l'équation 


d'à    li    G    i    B   R    E.  2(75 

|ï  désignant  toujours  la  racine ,  on  aura 

d*où  l'on  tirera 

a  ^    * 

c 
On  voit  d'abord  par  cette  dernière  équation,  que  —  doit 

être  un  nombre  entier.  , ..        ,'* 

Passant  ensuite  R  dans  le  second  membre ,  il  viendra 
c 

faisant  pour  abréger 1-  7?=  jR',  et  divisant  les  deux 

memJjres  de  l'équation 

/l'=—  Ça—  Pa*  — a^::^  v  Ah  ., 

para,  on  aura  «    i     <;  . 

R'' 
a  ^ 

/?' 
d'où  Ton  conclura  que  —  doit  encore  être  un  nombre 
a 

entier. 

Passant  Q  dans  le  premier  membre ,  faisant.  »  ,  .  . 

h  Ç=  Ç^  P^is  divisant  les  deux  membres  par  a, 

on  obtiendra 

<?' 


^=-P-... 


d*où  l'on  conclura  que  -î^^doit  être  un  non^bre  entier. 


■;^;  ',  .w;; 


18., 
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Passant  enfin  P  dans  le  premier  membre ,  faisant 
~  -f-P=P',  et  divisant  par  a,  on  aura 

a 

Réunissant  les  conditions  que  je  viens  d'énoncer,  on 
verra  que  le  nombre  à  sera  la  racine  de  l'équation 
proposée ,  s'il  satisfait  aux  équations 


;.  :u'i;:i/  ir  ,  ;y'!;iîf'; 

R^ 

§+Ç=Ç'. 

rr?)b  «i^î  fHftfi'i 

^+P=P'. 

de  manière  que  R',  Q'  et  P' ,  soient  des  nombres  entiers. 

Il  suit  de  là  que,  pour  s'assurer  si  l'un  des  diviseurs  a 
du  dernier  terme  S  peut  être  la  racine  de  l'équation  pro- 
posée ,  il  faut , 

1  °.  Diviser  le  dernier  terme  par  le  diviseur  a,  et  ajouter 
au  quotient  le  coefficient  du  terme  affecté  de  x; 

2°.  Diviser  cette  somme  par  le  diviseur  a,  et  ajouter  ^ 
au  quotient  le  coefficient  du  terme  affecté  de  x^  ; 

3°.  Diviser  cette  somme  par  le  diviseur  a ,  et  ajouter 
au  quotient  le  coefficient  du  terme  affecté  de  x^j 

4°.  Diviser  cette  somme  par  le  diviseur  a ,  et  ajouter 
au  quotient  l'unité  ,  ou  le  coefficient  du  terme  affecté  de 
x^  ;  le  résultat  devra  être  égal  à  zéro ,  'si  a  est  en  effet  la 
racine. 

Les  règles  ci-dessus  conviennent  à  un  degré  quel- 
eonque,  en  observant  que  l'on  ne  doit  trouver  zéro  pour 
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résultat  que  lorsqu'on  sera  parvenu  au  premier  terme  de 
l'équation  proposée  (*). 

201.  Lorsqu'on  applique  ces  règles  à    un  exemple 
numérique,  on  peut  disposer  le   calcul  de  manière  à 
faire  subir  chaque  épreuve  à  tous  les  diviseurs  du  der- 
nier terme  en  même  temps. 
Voici,  pour  l'équation 

X^  —  9x^  +  23  X*  —  QOX-\-  l5  :=  O, 
le  tableau  du  calcul  : 

+i5,  -f.  5,  +  3,  +  1,  -  I,  -  3,  -  5,  -i5, 
+  I,  +  3,  -h  5,  -f  i5,  — 15,  -  5,  -^  3,  —  i, 

—  5,-5,  +35, 
+  18,  +18,  +58, 
+  6,  +18,  -58, 

—  3,  +  9,  -^Gj, 

—  1,  -f  9.  +^7> 
o. 

Tous  les  diviseurs  du  dernier  terme  i5  sont  rangés 
par  ordre  de  grandeur,  tant  avec  le  signe  +  qu'avec  le 
signe  — ,  sur  une  même  ligne  (  c'est  la  ligne  des  divi- 
seurs a.  ) 

La  seconde  ligne  contient  les  quotiens  du  nom- 
bre  i5,  divisé    successivement  par  tous  ses  diviseurs 

f  c'est  la  ligne  des  quantités  —  ). 


(*-)  II  ne  serait  pas  difficile  de  s'assurer  par  la  formule  des  quotiens 

S      R^     Ci' 

donnée  dans  le  numéro  180,  que  les  quantités  -,  — ,   —,     prises 

a      a        a         ^ 

avec,  le  signe—,  sont,  en  commençant  par   le  dernier  terme,  les 

coefficiens  du  quotient  du  polynôme 

ilivisé  par  X  —  o,  et  qui  est  par  conséquent 
x^  —  --  x»  —      - 
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La  troisième  ligne  a  été  formée  en  ajoutant  à  la  pré- 
cédente le  coefficient — 20  qui  multiplie  or  (c'est   la 

ligne  des  quantités  R^  = 1-  ^)» 

La  quatrième  ligne  contient  les  quotiens  de  chaque 
nombre  de  la  précédente  par  le  diviseur  qui  lui  cor- 

respond  (  c'est  la  ligne  des  quantités- — j.  On  a  négligé 

dans  cette  ligne   tous  les  nombres    qui  n'étaient  pas 
entiers, 

La  cinquième  ligne  résulte  des  nombres  écrits  dans 
la  précédente ,  ajoutés  avec  le  nombre  23  qui  multiplie 
a;*  (cette  ligne  comprend  les  quantités  Q'). 

La  sixième  ligne  contient  les  quotiens  des  nombres  de 
la  précédente   par   le  diviseur  qui  leur  correspond  , 

f  elle  renferme  les  quantités  —  )• 

La  septième  comprend  les  sommes  des  nombres  de  la 
précédente  et  du  coefficient  —  9  qui  multiplie  o:^  (  on  y 

trouve  les  quantités-^  +  ^ )• 

La  huitième  enfin  s'obtient  en  divisant  chacun  des 
nombres  de  la  précédente  par  le  diviseur  correspondant 

(c'est  la  ligne  de  —  j  ;  et  comme  on  ne  trouve  —  1  que 

dans  la  colonne  marquée  -f-  3,  on  en  conclut  que  F  équa- 
tion proposée  n'a  qu'une  racine  comraensurable ,  savoir 
-)-  3  ;  en  sorte  qu'elle  est  divisible  par  a:  —  3  (*). 

On  peut  omettre  dans  le  tableau  les  diviseurs  -f-  i  et 
—  1 ,  que  l'on  éprouve  plus  facilement  par  leur  8|ib^ 
stitution  immédiate  dans  l'équation  proposée. 


(*)  Eu  formant  le  quotient  d'après  la  noie  précédente,  on  trour« 
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203.    Soit  encore  ,  pour  exemple  ,   l'équation 
x^  —  'jx^  +  36  t=  o. 

Après  s'être  assuré  que  les  nombres  -j-  i  et  —  i  ne 
satisfont  point  à  cette  équation,  on  formera ,  d'aprùs  le» 
règles  précédentes ,  le  tableau  ci-dessous,  en  observant 
que  le  terme  multiplié  par  a?,  manquant  à  cette  équation, 
il  doit  être  censé  avoir  o  pour  coefficient',  il  faut  donc 
supprimer  la  troisième  ligne,  et  déduire  immédiatement 
la  quatrième  de  la  seconde. 

^36,+i8,-f  i2,+9,+6,+4,+  3,4-  a,-  a,-^  3,_4,-_6,— 9,--i3,-i8,-36, 
-+-  1,4-  a,-h  3,-f4,4-6,H-9,+ia,H-i8,— 18,— ia,~9,-6,— 4,—  3,-  a,-  i, 

+1,  +  4,4-  9,4-  9,4-  4»       4-1 

-6,  —  3,4-  a,4-  a,-  3,-6 

—I,  —  1,-f  I,—  i,-+-  1,       4-1 
o,  o,  o. 

On  trouve  dans  cet  exemple  trois  nombres  qui  satis- 
font à  toutes  les  conditions  ,  savoir  :  -f-  6  ,  +  3  et  —  2  ; 
on  obtient  par  conséquent ,  en  même  temps  ,  les  trois 
racines  dont  l'équation  proposée  est  susceptible,  et 
l'on  reconnaît  qu'elle  est  le  produit  des  trois  facteurs 
simples  x  —  6,x  —  3etjr-f-2. 

2o3.  Il  est  bon  d'observer  qu'il  y  a  des  équations  lit- 
térales qui  se  transforment  sur-le-champ  en  équations 
numériques. 

Si  l'on  avait ,  par  exemple , 

f  ^2py^^35p^y  +  l4p^=  O, 

en  faisan tj  r=  p  X ,   il  viendrait 

p^x^  ^2p^af^55p^x-i-i4p^=o, 
résultat  divisible  par  p^ ,  et  qui  se  réduit  à 

X^-i-QX^--53x  +  l4::=zo. 

Le  diviseiir  coramensurable  de  cette  dernière  équation 
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étant  07-1-7,  et  donnant X  =  — 7,  on  aura 

L'équation  en  j  est  de  celles  que  l'on  appelle  èquar 
lions  homogènes ,  parce  qu'en  faisant  abstraction  des 
coefiiciens  numériques  ,  chacun  de  ses  termes  renferme 
le  même  nombre  de  facteurs  (*). 

2o4-  Lorsqu'on  connaît  une  des  racines  d'une  équa- 
tion ,  on  peut  prendre  pour  inconnue  la  différence  entre 
cette  racine  et  l'une  quelconque  des  autres-  on  parvient 
par  ce  moyen  à  une  équation  d'un  degré  moindre  que  la 
proposée ,  et  qui  jouit  de  plusieurs  propriétés  remar- 
quables. 

Soit  l'équation  générale 

x^+Po:'"-»  +  Çx'"-=^-f-/?x'"-3 ."  -|-  Tx-{-  U=zo, 

et  soient  a,  3 ,  c,  d,  etc.,  ses  racines',  en  y  substituant 
,         a-}-y  eLU  lieu  de  x,  et  développant  les  puissances  ,  en  a 


^=0. 


4-7'a    -i-ry 


(*)  Les  lecteurs  qui  voudraient  plus  de  détails  sur  la  recherche  des 
dùnseurs  comviensurahles  des  équations  ,  les  trouveront  dans  la 
Ille  partie  des  Elémens  d' Algèbre  àc  Clairaut.  Ce  Géomètre  s'est 
occupé  des  équations  littérales  aussi  bien  que  des  équations  nu- 
mériques. 
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résultat  dont  la  première  colonne  ,  semblable  à  l'équa- 
tion proposée  ,  s'évanouit  d'elle-même,  puisque  a  est 
une  des  racines  de  cette  équation  ;  on  peut  donc  sup- 
primer cette  colonne,  et  diviser  ensuite  par  j  tous  les 
termes  restans  :  il  vient  alors 

+7- 

Cette  équation  aura  visiblement  pour  ses  m  —  i  racmes , 
y=b — et,    y^=^c  —  a,    y^^d — a,  etc. 

Je  la  représenterai  par 

^+T^+â-y' +r-=° ('O. 

en  faisant ,  pour  abréger , 

/na'^-^+Czn— i)Pa'"-^-f-(77i— 2)Ça'"-3 -f  T=:A , 

m  (m— i)a'"-^+  (771—0  (m— 2)Pa'"-3 rir:/^, 

etc.  , 

et  je  désignerai  par  /^l'expression 

a'" -I- P  G'"-^  +  QaT"-^ >^Ta-\-U. 

2o5 .  Si  l'équation  proposée  a  deux  racines  égales ,  si  l'on 
a,  par  exemple  j  a  =  b  ,  l'une  des  valeurs  àey ,  savoir  , 
b — a ,  deviendra  nulle  ;  il  faudra  donc  que  l'équation  (r?) 
soit  satisfaite  en  y  faisant  j*  ==:  o  ;  or  cette  hypothèse 
fait  évanouir  tous  les  termes ,  excepté  le   terme   tout 
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connu  A  :  ce  dernier  doit  donc  être  nul  par  lui-même  ; 
la  valeur  de  a  doit  donc  satisfaire  en  même  temps  aux 
deux  équations 

V-=.o      et      A=zo. 

Quand  laproposée  aura  trois  racines  égales  à  a,  savoir , 
az=.bz=Cj  deux  des  racines  de  l'équation  {d)  deviendront 
nulles  en  même  temps,  savoir,  b — a  et  c — a\  dans  ce 
cas ,  l'équation  {cC)  sera  divisible  deux  fois  de  suite  par 
y — o  (179)  oujr;  or  c'est  ce  qui  ne  peut  arriver  que 
quand  les  coefïiciens  A  et  B  sont  nuls  :  il  faut  donc  que 
la  valeur  de  a  satisfasse  en  même  temps  aux  trois  équa- 
tions 

En  poursuivant  ces  raisonnemens  ,  enverra  que  lors- 
que la  proposée  aura  quatre  racines  égales,  l'équation 
(d)  aura  trois  racines  égales  à  zéro,  ou  sera  divisible 
trois  fois  de  suite  par  j' ^  ce  qui  exige  que  les  coefiiciens 
A  y  Bet  Cj  soient  nuls  en  même  temps,  et  que  la  valeur 
de  a  satisfasse  par  conséquent  à  la  fois  aux  quatre 
équations 

P^^O,  A=Q,  B=zO,  C=:0, 

Non-seulement  on  peut,  par  ce  moyen,  reconnaître  si 
une  racine  donnée  a  se  trouve  plusieurs  fois  parmi  celles 
de  l'équation  proposée  *,  mais  on  en  déduit  encore  un  pro-» 
cédé  pour  s'assurer  si  cette  équation  a  des  racines  ré-^ 
pétées  dont  on  ignore  la  valeur. 

Pour  cela ,  il  faut  observer  que  dans  le  cas  où  l'on  a 
A=:  o  y  ou 

m  oT-^  -f-  (m—  1  )  P  a'"-^  -f-  (771—2)  Q  a'"-^ . . .  -\-T=zo, 
©n  peut  regarder  a  comme  la  racine  d,e  l'équation 
nix""-'  4.  (771— OPx'"-*-!-  (771— .2)  Qx^-^. .  .+7^=0^ 
X  désignant  alors  une  inconnue  quelconque;  et  puisque 
m  se  trouve  aussi  la  racine  de  l'équation  V=:o ,  ou 

x'"  4-  P  x""-'  4-  etc.  =  Q, 
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î!  suit  du  n°  189,  que  x^a  est  un  facteur  commun  des 
deux  équations  ci-dessus. 

Changeant  de  même  a  en  :r  dans  les  quantités  B  , 
Cy  etc.,  le  binôme  x  —  a  deviendra  pareillement  fac- 
teur des  nouvelles  équations  -5  =  o ,  C=  o  ,  etc.,  si  la 
racine  a  annulle  les  quantités  primitives  B ,  C,  etc. 

Ce  que  l'on  vient  de  dire  pour  la  racine  a  convien- 
drait également  à  toute  autre  racine  qui  serait  répétée 
plusieurs  fois;  ainsi,  en  cherchant,  par  la  méthode  du 
plus  grand  commun  diviseur ,  les  facteurs  communs  aux 
équations 

;^=o,       J  =  o^       Bz=:o.       C=o,  etc., 
ces  facteurs  donneront  les  racines  égales  de  la  proposée, 
dans  l'ordre  suivant. 

Les  facteurs  communs  aux  deux  premières  équations 
seulement  ,  sont  des  facteurs  doubles  de  la  proposée  , 
c'est-à-dire  que  si  l'on  trouve  pour  commun  diviseur 
entre  Vz=.q  et  A^=:.Qy  une  expression  de  la  forme 
(x — 2t)(a7 — €),  par  exemple,  l'inconnue  a;  aura 
deux  valeurs  égales  à  et ,  et  deux  autres  égales  à  €  , 
ou  la  proposée  aura  ces  quatre  facteurs  : 

(or  — fit),   (x  — cô),  (x— €),  (a:  — C). 

Les  facteurs  communs  à  la  fois  aux  trois  premières 
des  équations  ci-dessus ,  indiquent  des  facteurs  triples 
dans  la  proposée  ;  c'est-à-dire  que  si  les  premiers  sont 
delà  forme  (x  —  «4)(^  —  ê),  par  exemple,  les  se- 
conds seront  de  celle-ci  :  (x  —  (tfÇ^x — C)^.  H  est 
facile  de  pousser  ces  considérations  aussi  loin  qu'on 
voudra. 

206.  Il  est  à  propos  de  remarquer  que  l'équation 
At=.o  y  qui,  par  le  changement  de  a  en  a: ,  devient 

se  déduit  immédiatement  de  l'équation  V^=  o ,  ou  de 
la  proposée  .  ^ 

x^-\-Px^-'  -f  (^x^-^ . . .  -i-  r:c  4.  l/  =  o, 
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en  multipliant  chacun  des  termes  de  cette  dernière  par 
l'exposant  de  la  puissance  de  x  qu'il  renferme ,  et  di- 
minuant ensuite  cet  exposant  d'une  unité  ;  sur  quoi  il 
faut  obsei*ver  que  le  terme  t/,  étant  équivalents  U'X,x°, 
doit  s'anéantir  dans  cette  opération,  où  il  se  trouve  mul- 
tiplié par  o.  L'équation^  =  o  se  tire  de  A^=^o ,  comme 
^  =  o  se  tire  de  l^=:o;  C=o  se  tire  de  ^  =  o, 
comme  celle-ci  se  tire  de  ^  =  o,  et  ainsi  de  suite  (■^). 
207.  Pour  éclaircir  ceci  par  un  exemple,  je  prendrai 
l'équation 

x^ — l'dx^-^-Gyx^ — l'jix^'^îiiGx — 108  =  0; 

l'équation  A=.o  devient  dans  ce  cas 

5ar^  —  52x^-1-20107*  —  342x-}- 216  =  0; 
son  diviseur  commun  avec  la  proposée  est 

Ce  diviseur  étant  du  troisième  degré ,  doit  renfermer 
lui-même  plusieurs  facteurs  ;  il  faut  donc  chercher  s'il 
n'en  aurait  pas  de  communs  avec  l'équation  Dr=zo  ^  qui 
est  ici 

2ox^  —  1 56x*  -|-  4o2x  —  349  =  o  ; 

et  on  trouve  en  effet  pour  résultat  x  —  3  :  donc  la  pro- 
posée a  trois  racines  égales  à  3,  ou  admet  (o: — 3)^  au 
nombre  de  ses  facteurs.  Divisant  alors  le  premier  di- 
viseur commun  par  x  —  3  autant  de  fois  de  suite  qu'il 
est  possible,  c'est-à-dire  deux  fois,  ontrouve  x  —  2.  Ce 
diviseur  n'étant  commun  qu'à  l'équation  proposée  et  à 
l'équation  y^  =  o,  n'entre  que  deux  fois  dans  la  pro- 


(*)  On  conclurait  facilement  de  ce  qui  précède,'  que  le  diviseur 
commun  entre  les  cqnations^=o  et  A=^o,  contient  les  facteurs 
égaux,  élevés  à  une  puissance  moindre  d'une  unité  que  dans  la  pro- 
posée j  mais  la  connaissance  de  cette  proposition  n'étant  pas  néces- 
saire pour  ce  qui  suit,  je  Fai  renvoyée  au  Complément ,  où  elle 
C3i  prouvée  d'une  manière  qui  me  paraît  assez  simple.         >'q  til 
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posée.  On  voit  enfin  que  cette  équation  est  équiva-^ 
lente  à 

ûo8.  L'équation  (c?),  qui  donne  les  différences  entre 
la  racine  b  et  chacune  des  autres ,  lorsqu'on  y  met  b 
pour  a ,  les  différences  entre  la  racine  c  et  chacune  des 
autres,  lorsqu'on  y  met  c  pour  a,  etc.,  ne  changeant 
point  de  forme  par  ces  diverses  substitutions ,  et  conser- 
vant les  mêmes  coefficiens  ainsi  que  la  proposée ,  peut 
être  généralisée  de  manière  à  renfermer  toutes  les  dif- 
férences des  racines  combinées  deux  à  deux.  Pour  cela 
il  suffit  d'en  éliminer  a  au  moyen  de  l'équation 
am_|_p„m-i  j^  Qa^-^ -f  Ta-i-U=o; 

car  le  résultat  ne  dépendant  que  des  coefficiens ,  et  ne 
conservant  aucune  trace  de  la  racine  qu'on  a  considé- 
rée en  particulier,  conviendra  également  à  toutes. 

Il  est   visible  que  l'équation  finale  doit  s'élever  an 
degré  m  (/ti —  i  )  ;  car  ses  racines 

a  —  bj       a  —  c,       a  —  d,       etc., 
b  —  a,       b  —  c,       b  —  dj       etc., 
c  —  a ,       c  —  b ,       c  —  d,       etc. , 
etc.  , 
sont  en  même  nombre  que  les  permutations  qu'on  peut 
former  en  arrangeant ,  deux  à  deux ,  les  m  lettres  a,  b , 
c,  etc.  Déplus,  puisque  les  quantités 
a  —  b  et  b  —  a^  a  —  cetc  — •«,  b  —  cetc  —  b ,  etc  , 
ne  diffèrent  que  par  le  signe,  les  racines  de  l'équation 
seront  égales  deux  à  deux ,  abstraction  faite  du  signe  , 
en  sorte  que  quand  on  aura  y  =  et ,  on  aura  en  même 
temps  ^r=:  —  fit.  Il  résulte  de  là  que  cette  équation  ne 
doit  renfermer  que  des  termes  où  l'inconnue  monte  à 
un  degré  pair  ;  car  son  premier  membre  doit  être  le 
produit   d'un  certain  nombre   de   facteurs  du  second 
\ 


&Wrri..-rf^,'1 
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degré  de  la  forme 

y-«-=(j,_«)  iy  +  u)  (i84); 
elle  sera  donc  elle-même  de  la  forme 

y«-|-py«-a_|_^yn-4 -f- ty-f  u  =  o. 

En  faisant  y^  =  z,  on  la  changera  en 

z«-f  pz,"-*-f-^2i""-^ -f-^2  +  M  =  o; 

et  l'inconnue  z  étant  le  quarré  de  y ,  aura  pour  valeurs 
les  quarrés  des  différences  des  racines  de  la  proposée. 
Il  est  à  propos  de  remarquer  que  les  différences 
entre  les  racines  réelles  de  la  proposée ,  étant  nécessai- 
rement réelles,  leurs  quarrés  seront  positifs,  et  que  par 
conséquent  l'équation  en  z  n'aura  que  des  racines  posi- 
tives ,  si  la  proposée  n'en  a  que  de  réelles. 
Soit  pour  exemple  l'équation 

en  y  faisant  a:=a-)-^,  on  aura 

—  ya  —  iy  >  =  o- 

+  7  j 

En  supprimant  les  termes  a^  —  7  «  -f-  7  >  dont  l'ensemble 
est  nul ,  d'après  l'équation  proposée ,  et  divisant  le  reste 
par  j,  il  viendra 

Sû'^  — 7 -f3cy-|-y  r=o-, 
éliminant  a  entre  cette  équation  et  l'équation 

a^  — ya-f  7  =  0, 
on  aura 

/  -  42/-f44iy-49=o; 

faisant  z=y ,  il  viendra 

z^  —  42Z* -f  44 1 2i  —  49  =  o- 

209.   La  substitution  de  a+y  au  lieu  de  oî,  dani 

Véquation  ■  .  ^ 


D*  A    L    G    È    B    R    E.  287 

x^  -f-  Px"»-»  -I-  Qx^-^ -f  t/=  o  (204)  , 

s'emploie  aussi  quelquefois  pour  faire  disparaître  un  des 
termes  de  cette  équation.  On  ordonne  alors  le  résultat 
par  rapport  aux  puissances  de  y  qui  remplace  l'in- 
connue X  y  et  on  regarde  la  quantité  a  comme  une  se- 
conde inconnue ,  qu'on  détermine  en  égalant  à  zéro  le 
coefiicient  du  terme  qu'on  veut  faire  disparaître  j  on  a 
de  cette  manière 

y^-fmgy"-'  -f-  ^^^7"  ^  ^  a^y^^-^ -j-a'" 

-f.  Py'n-,  ^  (m— 1)  Pay"^-^ -f  Pa»"-' 

+  Q  J^'""'' +Ça'"-^  ^  — °' 

Si  le  terme  qu'on  veut  ôter  est  le  second ,  ou  celui 
qui  est  affecté  de  j/'"-»,onfait7nû-f-P=o,  d'où  Ton  tire 

P 
a  =  —   — .    Substituant  cette   valeur  dans    le    ré- 

TTl 

sultat ,  il  ne  reste  que  les  termes  affectés  de 

ym  ^      ym-<^^      ym-5^       ^^^ 

Il  suit  de  là ,  qu'on  fait  évanouir  le  second  terme 
d'une  équation,  en  substituant  à  V inconnue  de  cetta 
équation  une  nouvelle  inconnue,  à  laquelle  on  joint  le 
coefficient  du  second  terme  pris  avec  un  signe  contraire 
d  celui  dont  il  est  affecté,  et  divisé  par  l'exposant  du 
'premier  terme. 

Soit,  pour  exemple,  l'équation 

la  règle  donne 

et  substituant,  il  viendra 


288  É    L   ^    M    E    N    s 


-f-24 
+  6 
+  4 


-   3y+   6  > 


ce  qui  se  réduit  à 

y"^  —  1 5j'  4-  26  =  o, 

où  le  terme  affecté  de  y"^  n'entre  plus.  On  ferait  dis- 
paraître le  troisième  terme  (  affecté  de  j/"'~^  )  ,  en 
égalant  à  zéro  l'assemblage  des  quantités  qui  le  muW 
tiplient,  c'est-à-dire  en  posant  l'équation 

En  suivant  cette  marche ,  on  reconnaîtra  sans  peine 
que  l'évanouissement  du  quatrième  terme  dépend 
d'une  équation  du  troisième  degré,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'au  dernier,  qu'on  ne  peut  faire  évanouir  qu'en 
posant  l'équation 

a"»  -f-Pa'"-^  -I-  Ça'"-^ +  f/=o ,  > 

absolument  semblable  à  la  proposée. 

La  raison  de  cette  ressemblance  est  aisée  à  dé- 
couvrir. Égaler  à  zéro  le  déirnier  terme  de  l'équation 
en  y,  c'est  supposer  que  l'une  des  valeurs  de  cette  in- 
connue est  zéro  ;  et  si  l'on  fait  cette  hypothèse  dans 
l'équation 07  =r:^-f- a,  il  en  résulte  x:=^a\  c'est-à-dire 
que  dans  ce  cas  la  quantité  a  est  nécessairement  une 
des  valeurs  de  x. 

210.  On  a  quelquefois  besoin  de  décomposer  une 
équation  en  facteurs  d'un  degré  supérieur  au  premier; 
je  ne  saurais  exposer  ici  en  détail  les  divers  pro- 
cédés que  l'on  peut  employer  à  cet  effet  ;  je  don- 
nerai seulement  un  exemple  de  cette  recherche. 

Soit  l'équation 
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07* 24^^  -f*  1 207* 1 1  X  -|-  7  =  O  , 

dont  il  faut  déterminer  les  facteurs  du  troisième  degré  ; 
je  représente  l'un  de  ces  facteurs  par  ^ 

or'  -f-p^^  +  7^  -f-  ''  > 
les  coefïiciensp,  q  et  r  étant  indéterminés.  Ils  doivent 
être  tels ,  que  le  premier  membre  de  l'équation  proposée 
soit  exactement  divisible  par  le  facteur 

x^  -\-  px^  -^  qx  -i-  r, 

indépendamment  d'aucune  valeur  de  x  ;  mais  en  faisant 
actuellement  la  division ,  on  trouve  pour  reste , 

—  (  p^  —  Qpq  —  q4p  "h  ^  —  12)0:'* 

■—  (P'7  —  P^  —  ^'  —  ^4^  -f  1 1  )  ^ 

—  (.P^r^qr-^Q4r--'/), 

expression  qui  s'annullerait  d'elle-même ,  et  indépen- 
damment de  a: ,  si  l'on  y  mettait  pour  les  lettres  p ,  q  , 
et  r,  les  valeurs  qui  conviennent  à  l'état  de  la  ques- 
tion :  on  aurait  donc  alors 

p3  — Qpq  —  Q.4p-]-T — 12  =  0, 

p^q^  pr  — ^^— 24(74- ii:=o, 

pV  —  qr — 24r — j^=o. 

Ces  trois  équations  renferment  les  conditions  néces- 
saires pour  déterminer  les  inconnues  p,  ^,  et  r;  et  c'est 
à  leur  résolution  que  se  réduit  la  question  proposée. 

De  la  résolution  par  approximation  des  équations 
numériques. 

211.  Après  avoir  épuisé  la  recherche  des  diviseurs 
commensurables ,  il  faut  recourir  aux  méthodes  d'ap- 
proximation ,  qui  reposent  sur  le  principe  suivant  : 

Lorsqu'on  a  trouvé  deux  quantités  qui ,  substituées 
dans  une  équation  à  la  place  de  l* inconnue ,   donnent 
deux  résultats  de  signes  contraires,  on  doit  en  conclure 
Élém,  d'Algèbre,  i^  édition.  19 
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qu'une  des  racines  de  l'équation  proposée  est  comprise 
entre  ces  deux  quantités,  et  est  par  conséquent  réelle. 
Soit,  pour  exemple,  l'équation 

x^ — iSx^-^-jx —  1=0; 

si  l'on  substitue  successivement  2  et  20  à  la  place  de  x, 
le  premier  membre,  au  lieu  de  se  réduire  à  zéro  ,  de- 
vient égala — 3i  dans  le  premier  cas,  à -h  2939  dans 
le  second  ^  et  il  suit  de  là  que  cette  équation  a  une 
racine  réelle  comprise  entre  2  et  20 ,  c'est-à-dire ,  plus 
grande  que  2  et  moindre  que  20. 

Comme  j'aurai  souvent  besoin  d'exprimer  cette  re- 
lation, j'emploierai  les  signes  ]>  et  •<  dont  se  servent 
les  algébristes  poiu*  marquer  l'inégalité  de  deux  gran- 
deurs, en  plaçant  la  plus  grande  des  deux  quantités 
devant  l'ouverture  du  signe,  et  l'autre  à  la  pointe. 
J'écrirai,  en  conséquence, 

.t;>  2 ,    pour  .r  plus  grand  que  2 , 
x<^2û,  pourx  plus  petit  que  20. 

Cela  posé  ,  pour  prouver  l'assertion  précédente,  on 
peut  raisonner  comme  il  suit.  En  réunissant  d'un  côté 
les  termes  positifs  de  l'équation  proposée,  et  de  l'autre 
les  termes  négatifs,  on  a 

x3-f  7a;— (  13x^4-0  , 
quantité  qui   s'est  trouvée   négative  lorsqu'on    a  fait 
x=2,  parce  que,  dans  cette  hypothèse, 

o(P-\^yx<i'5x^'^i, 
et  qui  est  devenue  positive  lorsqu'on  a  fait  x=:  20, 
parce  qu'alors 

x3-f-7x>i3x'^4-i  ; 
de  plus  il  est  visible  que  les  quantités 

x^+'jx         et         i3a:*-fi, 
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augmentent  toutes  deux,  lorsqu'on  donne  à  x  des  va- 
leurs de  plus  en  plus  grandes ,  et  qu'en  prenant 
ces  valeurs  aussi  proches  les  unes  des  autres  qu'on 
voudra,  on  pourra  faire  croître  les  quantités  propo- 
sées par  des  degrés  de  telle  petitesse  qu'on  le  jugera 
à  propos.  Mais  puisque  la  première  des  quantités  ci- 
dessus ,  d'abord  plus  petite  que  la  seconde,  est  de- 
venue ensuite  plus  grande ,  il  est  évident  qu'elle  a  un 
accroissement  plus  rapide  que  l'autre,  au  moyen  du- 
quel elle  compense  l'excès  que  cette  dernière  avait 
sur  elle ,  et  la  dépasse  ensuite  :  il  y  â  donc  un  moment  où 
ces  deux  quantités  sont  égales. 

La  valeur  de 37,  quelle  qu'elle  soit  (mais  dontFexi- 
stence  vient  d'être  prouvée)  ,  qui  rend 

donnant 

x^-j-jx — (  i5a:^-J- i)c=:  o, 

ou  x^ — i5x'^-}-'/x  —  i=:o, 

est  nécessairement  la  racine  de  l'équation  proposée. 

Ce  qu'on  vient  de  voir  sur  l'équation  particulière 

x^  —  i3x^4-7^ — 1  =o, 

peut  s'appliquer  à  une  équation  quelconque  ,  dont  J  g 
désignerai  la  somme  des  termes  positifs  par  P,  et  celle  dea 
termes  négatifs  par  A^.  Soit  a  la  valeur  de  a:  qui  a  donné  un 
résultat  négatif ,  et  b  celle  qui  en  adonné  un  positif;  ces 
deux  circonstances  n'ont  pu  avoir  lieu  que  parce  que  , 
par  la'  première  substitution  ,  on  avait  P<Cj^,  et  par  la 
seconde  P  >►  A^  :  P  ayant  donc  dépassé  A^,  on  en  conclura, 
comme  ci-dessus,  qu'il  existe  une  valeur  de  x  comprise 
entre  a  et  6  ,  qui  donne  P  =z  N,  (^) 

(*)  Les  raisonnemcns  ci-dessns  ,  regardes  en  général  comme  assez 
«•videns,  rtnt  reçu  de   M    Encontre  des  dt^vdoppemens  utifr*,  cpio 

'9- 
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Le  raisonnement  ci  -  dessus  exige  que  les  valeurs 
qu'on  donne  à  x  soient  toutes  deux  positives  ou  toutes 
deux  négatives  -,  car  lorsqu'elles  ont  des  signes  difFé- 
rens,  celle  qui  est  négative  fmt  changer  de  signe  leà 
termes  de  l'équation  proposée ,  qui  contiennent  des  puis- 
sances impaires  de  a: ,  et  par  conséquent  les  expressions 
P  et  A^ne  sont  pas  composées  de  la  même  manière  dans 
une  substitution  et  dans  l'autre.  Cette  difficulté  disparaît 
en  faisant  xz=:o]  par  là  l'équation  proposée  se  réduit  à 
son  dernier  terme ,  qui  se  trouve  nécessairement  de  signe 
contraire  à  celui  du  résultat  de  la  première  ou  de  la 
seconde  substitution.  Soit,  par  exemple,  l'équation 

oc^  —  Qx^ — 3x* — i5x — 3=:o, 
dont  le  premier  membre ,  lorsqu'on  y  fait 

je  crois  devoir  rapporter  ici  ponr  les  lecteurs  qui  désireraient  des 
preuves  plus  détaillées. 

i".  Voici  comment  on  peut  s'assurer  de  la  possibilité'  de  faire 
prendre  des  accroisseraens  aussi  petits  qu'on  le  voudra,  aux  polynômes 
P  et  JV.  Soit  P  =3  Ax'*  -f-  Cx". . . .  -4-  /J^',  rn  e'tant  le  plus  haut 
exposant  de  a*  ;  si  l'on  y  met  a  -¥-jr  an  lieu  de  or,  c«  polynôme 
prendra  la  forme 

A-h  Bf-^  cr -f-Ty-, 

les  cocfficiens^,  J5,  C,...T,  étant  en  nombre  fini  et  de  valeur  finie  ; 
le  premier  terme  A  sera  la  valeur  que  prend  le  polynôme  jP,  lorsque 
x  =  a;  le  reste 

sera  la  quantité'  dont  ce  même  polynôme  s'accroît  quand  on 
augmente  de  j*,  la  valeur  ar=  a.  Cela  pose,  sî  tJde'signe  le  pins 
grand  des  coefficiens  Jî,   C,...  T,  on  aura 

or 

donc 


^^  -. 
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x-==.  —  1       et      a;  =  2, 

devient -f-  la  et  —  4^-  En  supposant  a:=  o  ,  il  se  réduit 
à  —  3  ;  les  deux  substitutions  ^ 

a;=o         et         x=  —  1, 

donnent  donc  deux  résultats  de  signes  contraires  ;  mais 
en  mettant — y  au  lieu  de  x  ^  l'équation  proposée  se 
change   en 

y  -f.2y  — 3y+  i5j^  — 3  =  0, 
et  Ton  a 

P=y-f-2y+i5y,     A'z=3y-|-3, 
d'où 


et  par  conséquent  raccroissemet  du  pol  y  no  me  P  sera  plus  petit 

Sy{.  I  ~~~  y""*  ) 
qu'une  quantité'  donne'e  quelconque  c,  si  l'on  rend  -^ 

moindre  qu  ;  celte  quantité  :  or  c'est  à  quoi  l'on  parviendra  en  faisant 

— — —  =  c,    parce  qu'alors,  yz=.  ■  — ,  e'tant<^  i,  la  quantité 

Sriy—r'^)    .    y    ^    Sr        *$■/ '""'■'  ,       .  .   , 

-^— ^^ — ■■^—^t  égale  a  — '- '-^ ,  «ra  nécessairement  moindre 

1 y  o  j  — y.         j  —  ^7 

que  la  quantité'  c,  dont  rien  ne  limite  la  petitesse. 

2*.  Si  l'on  désigne  par  h  l'accroissement  du  polynôme  P  ,  par  k 
celui  du  polynôme  N-,  le  changement  qui  en  résultera  dans  la  valeur 
de  leur  différence  sera  h  —  h  ,  et  pourra  être  rendu  plus  petit  qu'une 
quantité  donnée,  en  rendant  plus  petit  que  cette  même  quantité, 
l'accroissement  qui  est  le  plus  grand  des  deux  :  on  pourra  donc , 
dans  l'intervalle  dea:=rthj:=rè,  faire  changer  par  des  quantités 
aussi  petites  qu'on  voudra,  la  différence  des  polynômes  P  et  iV; 
et  puisqu'elle  passe  du  négatif  au  positif  dans  cet  intervalle,  elle 
s'approchera  nécessairement  de  zéro  d'aussi  près  qu'on  voudra. 
(  Voyez  les  Annales  de  Mathématiques  pures  et  appliquées, 
publiées  par  M.  Gergonne  ,  T.  IV  ,  pag.  aïo.  ) 
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P<^iV,  lorsquey  =  o, 
P"^  N ,  lorsque  j^=  i. 

On  peut  donc  raisonner  dans  le  cas  actuel  comme  dans  le 
précédent ,  et  en  conclure  que  l'équation  en^  a  une  ra- 
cine réelle  comprise  entre  o  et+  1 5  d'où  il  suit  que  celle 
de  l'équation  en  x  se  trouve  entre  o  et  —  i  ,  et  par  con- 
séquent entre  -(-  2  et  —  1. 

La  proposition  que  j'ai  énoncée  ne  pouvant  pré- 
senter que  des  cas  qui  rentrent  dans  l'un  ou  l'autre 
de  ceux  que  je  viens  d'examiner  ,  est  suffisamment 
prouvée. 

212.  Avant  d'aller  plus  loin  ,  je  ferai  remarquer 
que ,  quels  que  soient  le  degré  d'une  équation  et  ses  coef- 
ficiens,  on  peut  toujours  assigner  un  nombre  qui,  substi- 
tué à  l'inconnue  y  rende  le  premier  terme  supérieur  à 
la  somme  de  tous  les  autres.  On  sent  d'abord  la  vérité 
de  cette  assertion  j  pour  peu  qu'on  ait  observé  la  marche 
que  suivent  les  accroissemens  des  diverses  puissances 
d'un  nombre  plus  grand  que  l'unité  (126),  puisque  par- 
mi ces  puissances ,  la  plus  élevée  surpasse  d'autant  plus 
celles  qui  lui  sont  inférieures,  que  le  nombre  dont  il  s'agit 
est  plus  considérable ,  en  sorte  que  rien  ne  limite  l'ex- 
cès de  la  première  sur  chacune  des  autres  •  de  plus  j,  voici 
comment  on  peut  trouver  un  nombre  qui  remplisse  la 
condition  énoncée.  '*' 

Il  est  visible  que  le  cas  le  plus  défavorable  serait  ce- 
lui où  l'on  rendrait  tous  les  coefficiens  de  l'équation 

égaux  au  plus   grand,   c'est-à-dire,  si  au  lieu  de 
a:"»4.  Px""-'  -f-  Ç  x"^-^ ^Tx'\'U  =  o, 

on  prenait 

x'^+Sx"'-'  +  Sx"'-'' -f-5a:  4-^  =  0, 

S  désignant  le  pi  us  fort  des  coefficiens  P  ,  Ç, T,U, 

La  différence  entre  le  premier  terme  et  la  somme  de 
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tous  les  autres  étant  alors 

x"»— 5  (x'"~»  -f-x''"-* +  0 . 

on  remarquera  que 

^m-xt^m-^ a.l_î-I— .(l58), 

X—-  1 

et  par  cette  expression,  on  changera  la  précédente  en. 
"'"       ^  -,  ou  en  Jc"* (-  -y 


vT — 1  X — 1       a- — i 

Si  l'on  met  ensuite  M  au  lieu  de  x,  il  viendra 

quantité  qu'on  rendra  positive  ,  si  Ton  fait 

S  M"' 


M" 


M- 


car  si  Ton  divise  chaque    membre   de   cette    équation 
par  M"*,  on  aura 


d'où  M=5-f-i 


En  substituant  donc  aulieudeo:  le  plusgrand  des  coefïi- 
ciens  de  l'équation,  augmenté  de  l'unité,  on  rendra 
le  premier  terme  plus  fort  que  la  somme  de  tous  les 
autres;  et  par  conséquent  son  signe  déterminera  celui 
du  résultat  de  la  substitut-ion. 

Le  nombre  M  pourrait  être  plus  petit,  si  l'on  ne 
voulait  que  rendre  la  partie  positive  de  l'équation  pro- 
posée plus  grande  que  la  partie  négative  ;  car  îl  suffi- 
rait ,  pour  cela,  de  rendre  le  premier  ternie  supérieur  à 
la  somme  que  donneraient  tous  les  autres  ,  quand  même 
leurs  coefficiens  seraient  égaux ,  non  pas  au  plus 
j^rand  de  tous ,   mais  seulement  au  plus   grand  des 
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coeiTiciens  négatifs  :  on  n'aurait   donc    qu'à   prendre 
pour  M  CQ  coefficient  augmenté  de  l'unité  (*). 

Il  suit  de  là  que  les  racines  positives  de  l'équation 
proposée  sont  nécessairement  comprises    entre    o    et 


1. 


On  peut  aussi  découvrir  par  le  même  moyen  une 
limite  des  racines  négatives;  il  faut  pour  cela  substituer 
—y  au  lieu  de  x,  dans  l'équation  proposée ,  et  faire  en- 
sorte  de  rendre  le  premier  terme  positif,  s'il  devient  né- 
gatif (178).  Il  est  évident ,  par  cette  transformation,  que 
les  valeurs  positives  de  j  répondent  aux  valeurs  négatives 
de  07,  et  réciproquement.  Si/?  est  le  plus  grand  coefficient 
négatif  après  ce  changement,  R-\-  1  sera  une  limite  des 
valeurs  positives  dej;  par  conséquent  —  iî  —  1  sera  celle 
des  valeurs  négatives  de  x. 

Enfin  si  l'on  voulait  obtenir  pour  la  plus  petite  des  ra- 
cines une  limite  plus  approchante  que  zéro  ,  on  y  par- 
viendrait en  substituant  -  à  la  place  de  x  dans  l'équa- 
tion proposée  ,  et  en  préparant  la  transformée  ^n  y , 
comme  on  l'a  prescrit  dans  le  n°  178.  Les  valeurs  àe  y 
étant  inverses  de  celles  de  a: ,  la  plus  grande  des  pre- 
mières correspondrait  à  la  plus  petite  des  secondes ,  et 
réciproquement.  Si  donc  S'-\-i  désignait  la  limite  su- 
périeure des  valeurs  de  y  ,  ou  qu'on  eût 

y<s'  +  i, 

ce  qui  donnerait 


(*)  On  trouve  dans  la  Résolution  des  équations  numériques  par 
Lagrangc,  des  formules  qui  donnent  des  limites  plus  resserrées  ; 
mais  ce  que  j'ai  dit  ci-dessns  suffit  pour  rendre  indépendantes  de  la 
considération  de  l'infini,  les  propositions  fondamentales  de  la  réso- 
lution dc3  équations. 
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il   en  résulterait  successivement 

En  effet ,  il  est  facile  de  voir  qu'on  peut,  sans  trou- 
bler l'ordre  de  grandeur  de  deux  quantités  séparées  par 
des  signes  <<  et  >,  les  multiplier  ou  les  diviser  par  une 
même  quantité,  et  qu'on  peut  aussi  ajouter  ou  soustraire 
la  même  quantité  de  chaque  côté  de  ces  signes,  qui 
jouissent  à  cet  égai'd  des  mêmes  propriétés  que  le  signe 
d'égalité. 

21 3.  Il  suit  de  ce  qui  précède,  que  toute  équation 
de  degré  impair  a  nécessairement  une  racine  réelle  d'un 
signe  contraire  à  celui  de  son  dernier  terme  /  car  si  l'on 
prend  le  nombre  M  tel ,  que  le  signe  de  la  quantité 

ilf™-f-P  1^"-»  +  CM*"-* •^TM±.  U 

ne  dépende  que  de  celui  de  son  premier  terme  iJ/'" , 
l'exposant  m  étant  impair,  le  terme  M"^  sera  de  même 
signe  que  le  nombre  M  (128).  Cela  posé  ,  si  le  dernier 
terme  U  a  \e  signe  -{-  ,  et  qu'on  fasse  x=: —  M ,  on 
aura  un  résultat  de  signe  contraire  à  celui  que  donne  la 
supposition  de  a;  =  o  ;  d'où  l'on  voit  que  la  proposée  a 
une  racine  entre  o  et  —  M,  c'est-à-dire  négative.  Si 
le  dernier  terme  U  aie  signe  — ,  on  fait  alors  x  =  -\-  M) 
il  vient  un  résultat  de  signe  contraire  à  celui  qui  cor- 
respond à  Ja  supposition  de  37=  o;  et  dans  ce  cas,  la 
racine  se  trouve  entre  o  et  -|-  M,  c'est-à-dire  positive, 

21 4-  Lorsque  l'équation  proposée  est  d'un  degré 
pair,  le  premier  terme  iW"  restant  positif,  quelque  signe 
qu'on  donne  à  il/,  on  ne  peut  s'assurer  ,  par  ce  qui  pré- 
cède, de  l'existence  d'une  racine  réelle,  si  le  dernier 
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terme  a  le  signe  -\-,  puisque,  soit  qu'on  fasse  a"  =3  o, 
oua:=:±:M,  on  a  toujours  un  résultat  positif;  maw 
quand  ce  terme  est  négatif,  on  trouve ,  en  faisant 

trois  résultats  affectés  respectivement  des  signes  + ,  — 
et  -f-,  et  par  conséquent  l'équation  proposée  a  au  moins 
deux  racines  réelles  dans  ce  cas,  l'une  positive,  com- 
prise entre  7^f  et  o ,  l'autre  négative  ,  comprise  entre  o  et 
— ^M  :  donc  toute  équation  de  degré  pair,  dont  le  demie  r 
teimeest  négatif,  a  au  moins  deux  racines  réelles,  Tune 
positive  et  l'autre  négative. 

21 5.  Je  viens  maintenant  à  la  résolution  des  équa- 
tions par  approximation ,  et  afin  de  rendre  plus  clair  ce 
que  j'ai  à  dire  sur  ce  s^ujet,  je  prends  d'abord  un 
exemple.  Soit  l'équation 

X^ 4x^ — 5x-|-27=:0  ', 

son  plus  grand  coefficient  négatif  étant  —  4  j  ^^  ^^^^  ^" 
no  2 1 2  que  sa  plus  grande  racine  positive  sera  moindre 
que  5.  En  y  substituant  —  y  ^^  ^i^u  de  x ,  elle 
devient 

y  *f4y +3^+27=0-,      * 

et  ce  résultat  ayant  tous  ses  termes  positifs  ,  montre 
que  y  doit  être  négatif,  d'où  il  suit  que  x  est  nécessai- 
rement positif,  et  que  l'équation  proposée  ne  saurait 
avoir  de  racines  négatives  :  les  racines  réelles  sont  donc 
.  comprises  entre  o  et  -j-^- 

La  première  méthode  qui  se  présente  pour  parvenir  à 
des  limites  plus  approchées  ,  consiste  à  supposer  succes- 
sivement 

07=1,       X=2j       X=^5y       X=^4'} 

et  si  deux  de  ces  nombres ,  substitués  dans  l'équation 


d'  A    L    G    È    B    R    E.  299 

proposée  ,  donnent  des  résultats  de  signes  contraires  , 
ils  seront  de  nouvelles  limites  des  racines.  Or  ,  en 
faisant 

X  =  1 ,  son  premier  membre  devient  -f-  ai , 

X  =z  2 -f-    5, 

X  =  3 —    9 , 

07  =  4 4-  ï5; 

on  voit  donc  que  cette  équation  a  deux  racines  réelles , 
l'une  comprise  entre  2  et  3 ,  et  l'autre  entre  3  et  4-  Pour 
approcher  encore  plus  de  la  première,  on  prendra  le 
milieu  entre  les  deux  nombres  qui  la  renferment ,  ce  qui 
donnera  2,5  (^ri7/îm,i29);onsupposeraensuitea:=2,5: 
le  résultat  de  cette  substitution ,  qui  est 

+33,0626 —  62,5 — 7,5 -|-  27  =  — 3,9376, 

fait  voir,  puisqu'il  est  négatif,  que  la  racine  cherchée 
est  entre  2  et  2, 5. Prenant  le  miheu  de  ces  deux  nombres, 
il  viendra  2,26;  en  se  bornant  à  07=  2,3,  on  aura  la 
racine  cherchée ,  à  moins  d'un  dixième  près  de  sa  valeur, 
et  on  en  approchera  très  rapidement  par  le  procédé  sui- 
vant, dû  à  Newton. 

On  fera  a7=:2,3-f-jy  ;  il  est  évident  que  l'inconnue  jr 
ne  sera  qu'une  petite  fraction  dont  on  pourra  négliger  le 
quarré  et  les  puissances  supérieures  :  on  aura  de  cette 
manière 

^=  (2,3)4 +4  (2,3)3  J., 

-  4^' =  -4  (2,3)3 -12   (2,3)^  J', 

—  3a:  =  ^5  (2,3)  —  3j  ; 

parées  substitutions,  l'équation  proposée  deviendra 

—  c,5839 — 17,81 2yr=o, 
et  donnera 


3oo  à  j^  û  M  n  If  s 

_  o,5859, 
^  17,812 

Dans  C€tte  première  opération ,  on  n'ira  pas  au-delà  des 
centièmes  ;  et  il  en  résultera 

y  =^  —  o,o3  et  a:  =  2,3  —  o,o3  =  2,27. 

Pour  obtenir  une  nouvelle  valeur  de  x  plus  exacte  que 
la  précédente ,  on  supposera  07  =  2,27  -j-J''  ',  et  en  sub- 
stituant dans  l'équation  proposée,  on  ne  tiendra  compte 
que  des  premières  puissances  dey\  On  trouvera 

—  0,04595359  —  i8,o46468y  =  o, 
d'où 

et  par  conséquent  a:  =  2,2675.  On  peut,  en  conti- 
nuant ce  procédé,  approcher  aussi  près  qu'on  voudra 
de  la  vraie  valeur  de  x. 

La  seconde  racine  réelle,  comprise  entre  3  et  4  >  cal- 
culée de  cette  manière ,  sera 

07=3,6797, 

en  s'arrêtant  à  la  quatrième  décimale. 

216.  On  appréciera  l'exactitude  de  la  méthode  que 
je  viens  d'exposer,  en  cherchant  la  limite  des  valeurs 
des  termes  qu'on  néglige. 

Si  l'équation  proposée  était 
a:"»-f.Pa7'"-»-{-Ça7"^-* +  TTr -f  f/ =  o  , 

la  substitution  de  a -{-y  y  au  lieu  de  07,  donnerait  pour 
résultat  le  premier  de  ceux  que  j'ai  trouvés  dans 
le  n°  204,  parce  que  a  n'étant  pas  la  racine  de  Téqua- 
tion,  mais  seulement  une  valeur  approchée  de  x,  ne 
rend  pas  nulle  la  quantité 

^m  ^  p^m-i  ^  Qa'^-* ^Ta-{-  U, 
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En  représentant  cette  dernière  par  V ^   on  aura ,  au 
lieu  de  l'équation  {d)  du  n°  cité  ,  la  suivante , 

de  laquelle  on  tirera 

y  —  '^'Z'^  i  .  <2,A,     ïTzT^l ""■  3"* 

En  négligeant  les  puissances  de  ^,  supérieures  à  la 
première  ,  on  s'arrête  à 

F 


et  l'erreur  est 


^r       cf  ^tL 


1 .  Q.A       1.2.  '6  A 

Si  a  ne  diffère  de  la  vraie  valeur  de  x  que  d'une 
quantité  moindre  que —a,  l'erreur  ci-dessus  deviendra 
moindre  que  le  nombre  qu'on  obtiendrait  en  y  mettant 
-  a  au  lieu  à.%y  ^  ce  qui  donnerait 

i  .Q.A  \pj        1.2. 5A  \p/ -^   \pi 

En  calculant  cette  quantité ,  on  s'assurera  si  elle  peut 

y 
être  négligée  vis-à-vis  de  -j  ;  et  si  on  la  trouvait  trop 

considérable  pour  cela ,  il  faudrait  chercher  pour  a  un 
nombre  plus  près  de  la  vraie  valeur  de  x. 


502  15    L    E    M   E    N    s 

Au  reste,  lorsqu'on  a  calculé  plusieurs  des  nombres^', 
y  ,y,  etc.;  et  que  les  résultats  obtenus  forment  une 
suite  décroissante ,  l'approximation  ne  saurait  être  dou- 
teuse. 

217.  La  méthode  dont  je  viens  défaire  usage,  est 
connue  sous  le  nom  de  Méthode  des  Substitutions  suc- 
cessives. Lagrange  l'a  considérablement  perfectionnée. 
(  Yoyez  la  Résolution  des  Equations  numériques.  )  Il  a 
d'abord  remarqué  qu'en  ne  substituant  que  des  nombres 
entiers  ,  on  pouvait  passer  au-delà  de  plusieurs  racines 
sans  les  apercevoir.  En  effet,  si  l'on  avait,  par  exemple,  ^ 
l'équation 

(x-i)  (x-i)  (x-3)  (X— 4)  =0, 

et  qu'on  substituât  au  lieu  de  x ,  les  nombres  o ,  i  , 
2  ,  3,  etc. ,  on  passerait  au-delà  des  racines  -j  et  î  «ans 
en  reconnaître  l'existence ,  car  on  aurait 

(o-i)  (0~D  (c-3)  (0-4)  rr.  -1-  1  X  -•  X  3  X  4  ,' 
(1— J)  (1— i)  (1-3)  (1-4)  z=:  +  1  X  i  X  2  X  3 , 

résultats  de  même  signe.  Il  est  facile  de  voir  que  cette 
circonstance  tient  à  ce  que  la  substitution  de  1  au  lieu 
de  a:,  fait  changer  en  même  temps  de  signe  aux  deux  fac- 
teurs X  —  ^  et  X  —  I,  qui,  de  négatifs  qu'ils  étaient  lors- 
qu'on mettait  o  à  la  place  de  x,  deviennent  tous  deux 
positifs  ;  mais  si  l'on  eût  remplacé  x  par  un  nombre  com- 
pris entre  |  et  -^j  le  facteur  x — y  seul  aurait  changé 
de  signe ,  et  on  aurait  obtenu  un  résultat  négatif. 

On  tombera  nécessairement  sur  un  pareil  nombre  en 
substituant ,  au  lieu  de  x ,  des  nombres  dont  la  diffé- 
rence soit  moindre  que  celle  des  racines  J  et  {-.  Si  par 
exemple  on  fait  les  substitutions  ^ ,  y ,  ^  ,  y ,  ^  ,  etc.  , 
on  trouvera  deux  changemen»  de  signe. 
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On  pourrait  objecter  à  l'exemple  ci-dessus,  que  lors- 
qu'on a  fait  disparaître  les  coefïiciens  fractionnaires 
d'une  équation ,  elle  iie  peut  avoir  pour  racines  que  des 
nombres  entiers  ou  irrationnels,  et  non  pas  des  fractions; 
mais  il  est  facile  de  voir  que  les  nombres  irrationnels , 
qu'on  a  remplacés  ici  par  des  fractions,  pour  plus  de  sim- 
plicité, peuvent  différer  de  moins  que  l'unité. 

En  général,  les  résultats  seront  de  même  signe  toutes 
les  fois  que  les  substitutions  changeront  le  signe  d'un 
nombre  pair  de  facteurs  (*).  Pour  obvier  à  cet  inconvé- 
nient ,  il  faut  mettre  entre  les  nombres  à  substituer , 
depuis  la  plus  petite  limite  jusqu'à  la  plus  grande,  une 
différence  moindre  que  la  plus  petite  des  différences  que 
peuvent  avoir  entre  elles  les  racines  réelles  de  l'équation 
proposée;  par  ce  moyen  les  substitutions  tomberont  né- 
cessairement entre  les  racines  consécutives  ,  et  ne  feront 
changer  de  signe  qulà  un  seul  facteur  ('*'*). Cette  opération 
n'exige  pas  qu'on  connaisse  la  plus  petite  différence  des 
racines  réelles  ,  mais  seulement  qu'on  ait  une  limite  au- 
dessous  de  laquelle  elle  ne  saurait  tomber. 

Pour  se  procurer  cette  limite,  on  formera  l'équation 
au  quarré  des  différences  des  racines  (208). 

Soit 

cette  équation  ;  pour  obtenir  la  plus  petite  limite  de  ses 
racines ,  on  fera  z  =  -  (9 1 2)  ,  et  il  viendra 


(*)  Il  11"' est  dotic  pas  possible  de  découvrir  par  ce  procède  les  ra- 
cines égales  ,  lorsqu'elles  sont  en  nombre  pair  ;  mais  alors  on  emploie 
celui  du  n"  2o5. 

(■"*)  On  ne  tient  pas  compte  ici  des  racines  imaginaires,  parce 
qu''elles  sont  toujours  en  nombre  pair  et  se  groupent,  deux  à  deux, 
en  facteurs  réels  du  second  degré'  ,  qui  ne  changent  point  de  signe 
quelque  valeur  qu'on  donne  i  x.  (Voy.  le  Complément.  ) 
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OU,  en  réduisant  tous  les  termes  au  même  dénominateur, 

1  -\-pv-\-qv^ 4-^*^"""*"!""*'"  =  ®» 

puis  en  dégageant  v", 

'         Tf  'il  '        Jl  '        Il  ' 


et  si-  désigne  le  plus  grand  ooefiicient  négatif  de  cette 
équation,  on   aura 


^<.. 


^+' 


Il  ne  faut  considérer  ici  que  la  limite  positive ,  la  seule 
qui  se  rapporte  aux  racines  réelles  de  la  proposée. 

Connaissant  la  limite 


u 


moindre  que  le  quarré  de  la  plus  petite  différence  des 
racines  de  la  proposée ,  on  en  extraira  la  racine  quarrée, 
ou  du  moins  on  prendra  le  nombre  rationnel  immédiate- 
ment au-dessous  de  cette  racine  \  ce  nombre ,  que  je 
désignerai  par  /j,  marquera  l'intervalle  qu'il  faudra 
mettre  entre  chacun  des  nombres  à  substituer.  On  for- 
mera ainsi  les  deux  suites 

o,  +/«,   -f2^,    +3/i,   etc., 
— /c,   — 2A,   — 3/t,  etc.. 
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desquelles  on  ne  prendra  que  les  termes  compris  entre 
les  limites  de  la  plus  petite  et  de  la  plus  grande  des 
racines  positives,  et  entre  celles  de  la  plus  petite  et  de  la 
plus  grande  des  racines  négatives  de  l'équation  proposée. 
Les  changeraens  de  signe  qu'offrira  la  série  des  résultats 
obtenus  par  la  substitution  de  chacun  de  ces  nombres  à 
la  place  de  a:,  dans  l'équation  proposée,  manifesteront 
ses  diverses  racines  réelles  ,  soit  positives,  soit  négatives. 
218.  Soit  pour  exemple  l'équation 

qui  m'a  conduit,  dans  le  n°  208 ,  à  l'équation 

en  faisant  z  :=  -,  et  en  ordonnant,  par  rapporta  v, 
le  résultat  de  cette  substitution ,  on  a 


TîSioJtii 


d*où  l'on  tire 
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v<io,^>l^: 


il  faudra  donc  prendre  /j  =ou  •<[      .    On    satisferait 

V  10 

à  cette  condition  en  prenant  k-=  -  ;   mais   il   suffit  de 

4 

supposer  kzrz  --^  car  en  mettant  9  à  la  place  de  v,  dans 

l'équation  précédente,  on  obtient  un  résultat  positif,  et 
qui  ne  peut  devenir  que  plus  grand  lorsqu'on  donnera 
à  V  une  valeur  plus  considérable,  puisque  les  termes  v^ 

et  91^'*  se  détruisent  déjà ,  et  que  ~-v  l'emporte  sur  — . 

49  49 

La  plus  grande  limite  des  racines  positives  de  l'équa» 
tion  proposée; 

,     x^ —  7^  +  7  =.  o> 
Klém,  cV Algèbre.   i4®  édition.  20 
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est  8 ,  et  celle  des  racines  négatives  est — 8  ;  on  aura  dons 

à  substituer  pour  x  les  nombres 

12         3         4^  £4 

°'     3'      3'      3'      3* 3' 

1        2  _3  4  _24 

"~3'""3'      3'      3' 3' 

a/ 
On  peut  éviter  les  fractions  en  faisant  x=  -^j  car 

alors  les  différences  entre  les  valeurs  de  x\  seront  triples 
de  celles  qui  se  trouvent  entre  les  valeurs  de  a;,  et  sur- 
passeront par  conséquent  l'unité  :  il  n'y  aura  plus  qu'à 
substituer  successivement 

o,     1,     2,     3, a4, 

-1,— 9—3, —24, 

dans  l'équation 

.    j:'3— 63a:' 4-189=: o. 

Les  signes  des  résultats  changeront  de  -f  4  à  -f  5,  de  -f  5 
à  -f-  6  ,  et  de  —  q  à  —  10,  en  sorte  qu'on  aura  les  valeurs 
positives 

'a/>4et<5)  (a:>^et<|. 

S  d'où  \  5  6 

.;[*•:  a/>5  et  <6J  |a:>get<g. 

et  la  valeur  négative  de  x  .tombant  entre—  9  et  —  10  , 

q  10 

celle  de  x  sera  entre  —  g  et  —  y. 

^  Connaissant  maintenant  les  diverses  racines  de  l'é- 
quation proposée  ,  à  moins  de  f  près ,  on  pourrait  en 
approcher  davantage,  comme  dans  le' numéro  21 5. 

ai 9.  Ce  qu'on  a  pratiqué  sur  l'exemple  du  n°  2i5  et 
sur  celui  du  numéro  précédent,  s'appliquera  à  une  équa- 
faon  d'un  degré  quelconque ,  et  fera  connaître  les  valeur» 
approchées  de  toutes  les  racines  réelles  de  cette  équa- 


DALGEBRE.  Soy 

tion.  On  ne  saurait  disconvenir  néanmoins  que  le  calcul 
ne  devienne  pénible,  lorsque  l'équation  proposée  s'élève 
un  peu  haut  ;  mais  dans  beaucoup  de  cas  il  ne  sera  pas 
nécessaire  d'avoir  recours  à  l'équation  (/))  ,  ou  bien  on 
y  suppléera  par  des  moyens  que  l'étude  des  branches 
ultérieures  de  l'Analyse  fera  connaître  (*). 

Je  ferai  remarquer  cependant  que  les  substitutions 
successives  des  nombres  o,  i ,  2,3,  etc.  à  la  place  de 
X ,  offrent  souvent  des  indices  suiïisans  pour  faire 
soupçonner  l'existence  des  racines  dont  la  différence 
est  moindre  que  l'unité.  Dans  l'exemple  qui  m'occupe, 
elles  donnent  les  résultats 

-j-y,     +1,     -fi,     +13, 

qui  redeviennent  croissans  après  avoir  décru  de  -f-  7  à 
4-  1 .  Cette  marche  rétrograde  porte  naturellement  à 
croire  qu'entre  les  deux  nombres  -f-  1  et  -|-  2 ,  il  tombe 
deux  racines ,  ou  égales  ,  ou  presque  égales.  Pour  véri- 
fier ce  soupçon,  il  faut  multiplier  l'inconnue.  En  faisant 

y  s 

07  =  -*^,  on  trouve  * 

10 

yS 700  J'  -f- 7000  =  O  , 

équation  qui  a  deux  racines  positives,  l'une  entre  i3  et 
14,  et  l'autre  entre  iGet  ly. 

Le  nombre  des  tâtonnemens  nécessaires  pour  décou- 
vrir ces  racines,  n'est  pas  très  grand;  car  ce  n'est  qu'eu- 
es) On  peut  voir  aussi  dans  le   Traité  de  la  Résolution  des 
équations  numériques ,  une  méthode  très  élégante   donnée  par 
Lagrange,  pour  éviter  l'emploi  de  l'équation  [D). 

D'aulres  geomèties  ont  encore  enrichi  ce  sujet  de  procèdes  ingé- 
nieux ,  mais  qui  ne  me  paraissent  pas  non  plus  devoir  entier  dans 
les  élemens.  Ce  n'est  que  parce  qu'elles  ^complètent  la  théorie  d«s 
équations,  que  les  considérations  ci-dessus  ont  quelque  importance. 
Presque  jamais  l'application  du  calcul  h  la  Mécanique  et  h  la  Phy- 
sique ne  mène  à  résoudre  des  équations  d'un  degré  élevé. 

20.. 
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tre  10  et  20  qu'il  faut  chercher  j»  ;  et  les  valeurs  de  cette 
inconnue  étant  déterminées  en  nombres  entiers,  on  en 
conclut  celles  de  x',  à  un  dixième  d'unité  près. 

5220.  Lorsque  les  coeiïiciens  de  Téquation  que  l'on  se 
propose  de  résoudre  ,  sont  des  nombres  très  considé- 
rables, il  est  commode  delatransformer  en  une  autre  dont 
les  coefïiciens  soient  resserrés  dans  des  limites  plus 
étroites.  Si  l'on  avait ,  par  exemple  , 

x^ — SoaP  -\-  1^98  x'^ —  i4937x-|-5ooo  =  o, 
on  ferait  x  =  1  o  z  ;  il  viendrait 

z^ — 82.^ -f"  ^9i9^^^ —  149^7^4-0,5  =:o. 
Dans  ce  résultat,  on  se  contenterait  d'abord  de  prendre 
les  nombres  entiers  qui  approchent  le  plus  des  coefficiensi 
et  l'on  aurait  ainsi 

2,4  —  82;^  -f"  202.^ l52,-f-0,5=0. 

On  trouverait  sans  peine  que. 2;  a  deux  valeurs  réelles 
comprises  entre  o  et  1 ,  entre  1  et  2 ,  d'où  il  suit  que  celles 
tde la  proposée  sont  entre  o  et  10,  et  entre  10  et  20;  mais 
on  ne  doit  regarder  ceci  que  comme  une  indication 
qu'il  faut  vérifier;  car  il  peut  arriver  qu'un  petit  chan- 
gement dans  les  coefficiens  d'une  équation  rende  imagi- 
naires des  racines  qui  étaient  d'abord  réelles,  et  réci- 
proquement. 

Je  ne  parlerai  point  ici  de  la  recherche  des  racines 
imaginaires ,  parce  qu'elle  repose  sur  des  principes  dont 
l'exposition  me  mènerait  trop  loin  ;  je  la  renvoie  au 
Complément  de    ce  Traité. 

221.  Lagrange  a  donné  aux  substitutions  successives 
une  forme  qui  a  l'avantage  de  faire  connaître  immédia- 
tement à  chaque  opération  de  combien  on  s'est  appro- 
ché de  la  vraie  racine  ,  et  qui  n*exige  pas  qu'on  en  ait 
d'abord  la  valeur  à  moins  d'un  dixième  près. 

Je  représente  par  a  le  nombre  entier  immédiatement 
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au-des£Ous  de  la  racine  cherchée  ;  il  ne  faudra ,  pour 
obtenir  cette  racine ,  qu'augmenter  a  d'une  fraction  :  on 

aura  donc  a:=:a-j-  -,  L'équation  en  y  qui  résultera  de 

la  substitution  de  cette  valeur  dans  la  proposée,  aura  né- 
cessairement une  racine  plus  grande  que  l'unité;  nommant 
b  le  nombre  ei;tier  immédiatement  au-dessous  de  cette 

racine,  il  viendra  pour  seconde  approximation  x=  a -f-j. 

Mais  b  n'étant,  par  rapport  à  j/,  que  ce  qu'est  a  par 
rapport  à  a:,  on  pourra,  dans  l'équation  enj,   faire 

y^=b  -\ ^ ,  ety  sera  nécessairement  plus  grand  que  l'u- 
nité ;  nommant  b'  le  nombre  entier  immédiatement  au- 
dessous  de  la  racine  de  l'équation  en  y,  on  aura 

remettant  cette  valeur  dans  celle  de  x^  il  en  résultera 

pour  la  troisième  valeur  approchée  dé  x.  On  en  trouvera 

une  quatrième  en faisanty= y -{- -4-;  car  si  b"  désigne 

le  nombre  entier  immédiatement  au-dessous  de  y,  on 
aura 

^       ^  //'         b"    ' 

<i*où 

b"  bUb"^b"^b 


y==^b-\  ^ 


b'b"-\-i—       b' b" 
b'  b"^i 


bb'b"  -^-^J^b"- 
et  ainsi  de  suite.-:'-  «^^^ 
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223.  Je  vais  appliquer  cette  méthode  à  l'équation 

oc^  —  7x4-7  =  0. 

On  a  déjà  vu  (218)  que  la  plus  petite  des  racines 
positives  de  cette  équation  était  entre-)  et  ^,  c'est-à-dire, 

entre  1  et  2  ;  je  ferai  donc  a:  =  1  -|-  - ,  et  j'aurai 

/~4y +33^  +  1  =  0, 

La  limite  des  racines  positives  de  cette  dernière  est  5  j  et 
en  substituant  successivement  o,  1 ,  2,  3,  4,  au  lieu  de 
y,  on  reconnaîtra  bientôt  qu'elle  a  deux  racines  plus 
grandes  que  l'unité  ,  savoir,  une  entre  1  et  2,  et  l'autre 
entre  2  et  3  :  il  en  résultera  donc 

x=i4-7     et    x=i+i^ 
c'est-à-dire, 

a:  =  2     et     a:  =  |. 

Ces  deux  valeurs  correspondent  à  celles  que  j'ai  trou- 
vées entre  f  et  -J,  entre  5-  et  |,  et  qui  ne  diffèrent  pas 
d'une  unité. 

Pour  porter  plus  loin  le  degré  d'exactitude  de  la  pre- 
mière, qui  répond  à  ^=  i ,  on  fera 

y^^  +  y. 

et  l'on  aura 

y 3 2 y y  -1-1=0. 

On  ne  troirvera  à  cette  équation  qu'une  seule  racine  plus 
grande  que  l'unité,  et  comprise  entre  2  et  3,  ce  qui  donnera 

d'où  o:^:::  1 -f-|:=|. 

Supposant  ensuite  y  =  2  -f-  -f>  ^^  ®^  résultera 
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©n  trouvera^"  entre  4  et  5 ,  et  prenant  la  plus  petite 
limite  4  ,   il  viendra 

Rien  n'est  plus  facile  que  de  poursuivre  ce  procédé,  en 
faisant ^^=  4  +  -*>  et  ainsi  de  suite. 

Je  reviens  maintenant  à  la  seconde  valeur  de  x ,  que 
j'ai  trouvée  égale  à  |,  par  une  première  approxima- 
tion,   et  qui   répond  à  y  =3,   je  fais  y:=zQ-\--j, 

et  je  substitue  dans  l'équation  en  y;  j'aurai,  après 
avoir  changé  les  signes  pour  rendre  le  premier  terme 
positif , 

Cette  équation  n'aura  ,  comme  sa  correspondante  dans 
l'opération  ci-dessus  ,  qu'une  racine  qui  surpasse  l'unité, 
savoir,  entre  i  et  2;  et  prenant  y  =:  1 ,  il  en  résultera 

y  =  5,  x  =  f. 

P&sant  encore 

il  viendra 

équation  qui  donne  y  entre  4  et  5,  et  d'où  il  suit  par 
conséquent 

y=i>     y=-v>      ^=iî^ 

Pour  aller  au-delà  ,  on  fera  y"  =  4  +  -;^>   et  ainsi   de 

suite . 

L'équation  x^ — 'jx-^y^o  a  aussi  une  racine  né- 
gative comprise  entre  —  3  et  —  4-  Po^^  en   approcher 
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davantage,  on  fera  a-=r—5— --;  ce  qui  donnera 

y 

f  —  2oy^  —  ,qj  —  1  =  o,  ^>2o  et  <  21 , 
d'où  il  résultera 

En  poussant  plus  loin,  on  supposera jy  =  20  + -^,  etc., 

et  l'on  obtiendra  successivement  des  valeurs  de  plus  en 
plus  exactes. 

Les  différentes  transformées  en  y, y',  y\  etc, n'auront 
Jamais  qu'une  racine  plus  grande  que  l'unité,  tant  que 
deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  racines  de  la  propo- 
sée ne  seront  pas  comprises  entre  les  mêmes  limites  a  et 
G-f  1  •  mais  quand  cette  circonstance  aura  lieu  ,  comme 
on  l'a  vu  dans  l'exemple  ci-dessus,  on  trouvera  dans 
quelques-unes  des  équations  en  y^  y\  etc.  plusieurs 
valeurs  plus  grandes  que  l'unité,  desquelles  partiront 
les  suites  d'équations  qui  feront  connaître  en  parti- 
culier les  diverses  racines  que  la  proposée  a  entre  les 
limites  «  et  a  -f-  i .  * 

Le  lecteur  pourra  s*exercer  encore  sur  l'équation 

x^  —  2.x  —  5  =  0, 

dont  la  racine  réelle  tombe  entre  2  613;  il  trouvera  pour 
les  valeurs  entières  de^,  y\  etc.  , 

10,   1,   1,2,  1,3,   1  ,   1 ,   12,  etc., 

et  pour  les  valeurs  approchées  de  or, 

*       £-L      11      £1       '  '  t        155       5  7  6        7,3»  :  '  1307         1  HA  1 5 
i>iu>n>îiij      53,      74>a75»349»      634-    >      7837* 

Des  proportions  et  des  progressions. 

2a3.  On  a  vu  dans  l'Arithmétique,  la  définition  et  les 
propriétés  fondamentales  de  la  proportion  et  de  Véquidif- 
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férence ,  c'est-à-dire  ,  de  ce  qu'on  appelait  la  proportion 
géométrique  et  la  proportion  arithmétique  ;  j'appliquerai 
ici  l'Algèbre  à  ces  notions,  et  j'arriverai  par  ce  moyen 
à  quelques  résultats  qui  sont  d'un  usage  fréquent  dans 
la  Géométrie. 

Je  commencerai  par  faire  observer  que  l'équidifFé- 
rence  et  la  proportion  peuvent  s'exprimer  par  des  équa- 
tions. Soient  A  ^  B,  C  ^  D^  les  quatre  termes  de  la  pre- 
mière, a,  bj  Cj  d ,  ceux  de  la  seconde;  on  aura 

B — j4=zD—C (^Arithm.  12^),  -z=-  (^  Arithm.  m  ), 

équations  quidoivënt  être  regardées  comme  équivalentes 
aux  expressions 

A.B'.C.D,  alby.cld, 

et  qui  donnent 

^  +  D=i5  4-C,  ad—bc. 

Il  suit  de  là  que  ,  dans  l' équidifference ,  la  somme  des 
termes  extrêmes  égale  celle  des  termes  moyens ,  et  que 
dajjs  la  proportion ,  le  produit  des  termes  extrêmes  est 
égal  à  celui  des  termes  moyens ,  ainsi  qu'on  l'a  vu  dans 
l'Arithmétique  (127,  ii3),  par  des  raisonnemens  dont 
les  équations  ci-dessus  ne  sont  que  la  traduction. 

Les  propositions  réciproques  des  précédentes  se  dé- 
montrent facilement;  car,  des  équations 

^-fZ>  =  i?+C,  ad  =  bc, 

on  revient  sur-le-champ  à 


B—A^D-'C, 


b__d 


et  par  conséquent,  lorsque  quatre  quantités  sont  telles  y 
que  deux  d'ent/ elles  donnent  la  même  somme  ou  le 
même  produit  que  les  deux  autres  j  les  premières  sont  les 
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moyens  et  les  secondes  les  extrêmes  {pu  réciproquement) 
dune  équidijférence  ou  d'une  proportion. 

Quand  Z?=  C,  l'équidifFérence  est  dite  continue;   il 
en  est  de  même  de  la  proportion  quand  6  r=  c,  et  Ton  a 

A-\-D=z2B,  ad  =  b\ 

c'est-à-dire  que  ,  dans  une  équidijférence  continue ,  la 
somme  des  extrêmes  est  égale  au  double  du  moyen ,  et 
que ,  dans  une  proportion  continue  ,  le  produit  des  ex- 
trêmes est  égal  au  quarré  du  moyen.  On  tire  de  là 

la  quantité  B  est  le  milieu  (  ou  la  moyenne  proportion- 
nelle arithmétique)  entre  A  et  D ,   et  la  quantité  b  la 
moyenne  proportionnelle  {géométrique)  entre  a  et  d. 
Les  équations  fondamentales . 

B-A=D-C,  *  =  ^, 

a        c 

conduisent  encore  aux  suivantes  : 

a       b 

ce  qui  fait  voir  que  l'on  peut,  dans  les  expressions 
A.B\C.D y  a\b\\c*,d^  changer  les  moyens  de 
place,  et  en  déduire  ^ . C: Z? . i)  ,  a\c',\b\d.  En  gé- 
néral, on  pourra  faire  toutes  les  transpositions  de  termes 
qui  s'accorderont  avec  les  équations 

A'j-D=:B'i-C  et  adz=bc  {Jrithm.  114.) 

Je   laisserai    maintenant  de    côté   l'équidifFérence  , 
pour  ne  m'occuper  que  de  la  proportion. 

224.  On  peut,   aux  deux   membres  de   l'équation 

b        d      . 

-  =  -  ,  ajouter  ou  retrancher  une  même  quantité  m , 
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en  sorte  qu*on  aura 

a  c 

réduisant  les  termes  de  chaque  membre  au  même  déno- 
minateur, il  viendra 

b  ±ima d  dzmc 

a  c        ' 

équation  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 
c       dih  m  c 
a      bdz  ma  * 
et  qui  revient  à  cette  proportion  : 

6  rh  m  a  I  c/zh  771  c  !  !  a  !  c  ; 

et  comme-  =  y ,  on  aura  pareillement 

d±  771  c d 

h  dzma      S 
ou  b±:mald±:mc  ::b:d. 

Ces  deux  proportions  peuvent  s'énoncer  ainsi  :  Le  pre- 
mier conséquent ,  plus  ou  moins  un  certain  nombre  de 
fois  son  antécédent,  est  au  second  conséquent,  plus  ou 
moins  lemême  nombre  de  fois  son  antécédent ,  comme  le 
premier  terme  est  au  troisième ,  ou  comme  le  second  est 
au  quatrième. 

En  comparant  séparément  les  sommes  entre  elle»  et 
les  différences  entre  elles ,  on  aura 

d-j-mc       c  d — 771  c c 

b -^ma      a*  b — 77ia      a* 

d'où  Ton  conclura 

d  -{-  me d  —  771C 

b-j-ma       b'—Tua* 
c'est-à-dire , 
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if -i- m  a  :  d -j~  me  H  b  —  mal  rf—  me  , 
ou  bien ,  en  changeant  les  moyens  de  place  , 

b-i-ma:  b-^mai:  d+mc:  d  —  mc; 
et  si  l'on  fait  m=  i ,  on  aura  seulement 

b~{^a:b  —  a  ::  dJLcldyc, 
ce  qui  s'énonce  ainsi  : 

La  somme  des  deux  premiers  termes  est  à  leur  dif- 
férence comme  la  somme  des  deux  derniers  est  d  leur 
différence. 

225.  La  proportion  a  :  b  il  c  l  d  pouvant  s'écrire 
ainsi , 

a:  c  ::  b:  d, 

c    ,  d  , 


on  aura 

-  ±m  =  Y±:  m. 
a                  b           * 

d'où 

cih  m  a        d±i  mb 

a         ~~        b         * 

et  enfin , 

c±: 

ma  :  d±i  mb  y,  a",  b     ou 

c  :  d, 

d'où  il  résulte  que  le  second  antécédent ,  plus  ou  moins 
un  certain  nombre  de  fois  le  premier  ^  est  au  second  con- 
séquent ,  plus  ou  moins  le  même  nombre  de  fois  le  pre- 
mier ^  comme  l'un  quelconque  des  antécédens  est  à  son 
conséquent. 

Cette  proposition  peut  aussi  se  conclure  immédia- 
tement de  celle  du  numéro  précédent;  car  en  changeant 
de  place  les  moyens  dans  la  proportion  primitive 

a\  b  ::  c:  d, 

puis  en  lui  appliquant  la  propositioji  citée,  on  a  suc 
cessivement 

a',  c  ::  b  ',  d , 
c  dt.  ma  :  d  ±:  mb  \\  a\  b    ou    \\  c*,  d^ 
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et  rendant  pour  cette  dernière ,  aux  lettres  a^  b^c,  d 
la  dénomination  qu'elles  ont  dans  la  proportion  primi- 
tive ,   on  a  l'énoncé  précédent. 

Faisant  771  zz::  i ,   on  en  tirera  les   proportions  parti- 
culières 

c ::^  a  \  d ±ih  l\  a  \  b 
Wcld, 
c-\-  a',  c  —  a  W  d-\-b  *,  d  —  b\ 

ce  qui  veut  dire  que  la  somme  ou  la  différence  des  an^ 
técédens  est  à  la  somm,e  ou  à  la  différence  des  con^ 
séquens,  comme  un  antécédent  est  a  son  conséquent, 
et  que  la  somme  des  antécédens  est  à  leur  différence 
comme  celle  des  conséquens  est  à  leur  différence, 
^n  général,  soit  une  suite  de  fractions  égales, 

■  )i     l^A^  /^A^etc   ■ 

a  ce  g  '  * 

et  qu'on  fasse -  =  <,,  on  aura     .^uAiispiu^ 

d  f  h. 

■  -  =  q>  =t-='?.  y  =  ?.etc., 

ce  qui  donnera 

b  —  aq,    d==cq,   f=eq,    h  =  gq  ,  etc. , 

et   en    ajoutant   ces    équations   membre   à    membre jj 
il  viendra 

b  -{-d  +/4-  h  +  etc.  =  aq  -\-cq  +  eq'\-gq  -f-etç.^ 
ou  t 

^  +  ^  +/+  h  4-  etc.  =  q  (a-f-c-f-e+g-f  etc), 
d'où  il  suit 

b_j±d±f±hj-jtc.    _:     _    b_         .^>., 
a  4- c -|- e  4- ^  +  etc.  "  a' 

On  énonce  ce  résultat  en  disant  que  dans  une  suite  de 
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rapports  égaux  ,  a  :  b  ::  g  :  d  ::  e  :  f  ::  g  :  h  ::  etc.^ 
la  somme  d'un  nombre  quelconque  d'antécédens  est  à  la 
somme   d'un    pareil  nombre  de  conséquens ,    comme 
un  antécédent  est  à  son  conséquent. 
âsG.   Lorsqu'on  a  ces  deux  équations, 

a  c   *  e         {y    * 

on  en  peut  multiplier  les  premiers  membres  entre  eux, 
et  les  seconds  entre  eux ,  et  il  viendra 

ae         cg  * 

équation  équivalente  à  la  proportion 

ae  l  bf  II  cg  l  dh  y 

laquelle  s'obtiendrait  aussi  en  multipliant  chaque  terme 
de  la  proportion 

a\  b  M  c  l  d, 

par  celui  qui  lui  correspond  dans  la  proportion 

e:f::g:h. 

Deux  proportions  multipliées  ainsi  terme  par  terme , 
sont  dites  multipliées  par  ordre;  et  les  produits  qui  en 
résultent  sont ,  comme  on  le  voit ,  en  proportion  :  les 
nouveaux  rapports  sont  les  rapports  composés  des  rap- 
ports primitifs  (^Arith.  laS). 

Il  est  aisé  de  se  convaincre  qu'on  arriverait  égale- 
ment à  une  proportion,  en  divisant  deux  proportions 
terme  à  terme,  ou  par  ordre. 

227.  Lorsqu'on  a 

b     d 

on  en  peut  conclure  que 

b""  d^ 
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ce  qui  donne 


:  è'"  ::  c"»  :  d" 


,^0l;! 


d'où  il  suit  que  les  quarrés ,  les  cubes,  et  en  général  les 
puissances  semblables  de  quatre  quantités  en  proportion, 
sont  aussi  en  proportion. 

La  même  chose  aurait  lieu  pour  des  puissances  frac- 
tionnaires, puisque 


i/?= 


et  que 

m  m  ___ 

m  ni  _____ 

ro  m 


car  il  eu  résulte 


«B 


m  m 


SI  a  l  b  II  c  l  d  f  c'est-à-dire,  que  les  racines  du  même 
degré ,  de  quatre  quantités  en  proportion ,  sont  elles- 
mêmes  en  proportion. 

Tels  sont  les  principaux  points  de  la  théorie  des  pro- 
portioqs.  Cette  théorie  n'a  été  inventée  que  pour  dé- 
couvrir des  quantités,  en  les  comparant  avec  d'autres. 
On  a  conservé  pendant  long-temps  les  noms  latins  at- 
tachés aux  différent  changemens  ou  transformations 
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que  peut  subir  une  proportion  :  on  commence  aujour- 
d'hui à  n'en  plus  charger  la  mémoire  de  ceux  qui  étu- 
dient les  Mathématiques 5  et  tout  l'échafaudage  des  pro- 
portions deviendrait  inutile ,  si  on  leur  substituait  les 
équations  correspondantes ,  ce  qui  donnerait,  je  pense, 
plus  d'uniformité  aux  méthodes,  et  plus  de  netteté  aux 
idées. 

228.  Des  proportions  aux  progressions  le  passage 
est  facile.  Ayant  conçu,  dans  l'équidifFérence  con- 
tinue, trois  quantités,  dont  la  dernière  surpassait  la  se- 
conde autant  que  celle-ci  surpassait  la  première,  on  a 
bientôt  imaginé  de  considérer  un  nombre  indéfini  de 
quantités,  «,  ^,  c,  c?,  etc.,  telles  que  chacune  d'elles 
surpassât  celle  qui  la  précède  d'une  même  quantité  cT  , 
en  sorte  que 

bzzza-^-^f  cz=:b-{-^,  d=zc+^,   e==J-|-<^,   etc. 

L'ensemble  de  ces  quantités  s'écrit  ainsi, 

-a.b.cd.e.f .etc. , 

et  se  nommait  progre^^zo7z  arithmétique;  mais  j'ai  cru 
devoir  changer  ce  nom  en  celui  de  progression  par 
différence.  (Voyez  Ârith. ,  note  du  n°  127.  ) 

On  peut  calculer  un  terme  quelconque  de  cette  pro- 
gression ,  sans  le  secours  des  intermédiaires.  En  effet, 
gi  l'on  met  pour  b  sa  valeur  dans  celle  de  c,  il  en  ré- 
sultera ,  , 

c  =  a-f-  2J^5  I' 

avec  cette  dernière  on  trouvera  .   ,, 

fZ  — a-f  3<^,  puis  e  =  c^-4<^,  ;    ; 

et  iainsi  de  suite;  d'où  l'on  voit  qu'en  nommant  /îè'tÈTié^ 
,  .-       >  II-.  /<]'•>'> 

dont  le  rang  serait  marque  par  n,  on  aurait 

/=:a-f-(/i— i>y^W!lib  XM..  =.n')Gt 
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vSoit ,  par  exemple  ,  la  progression 

f3  .  5 .  7  .  9  .  11  .  i3 .  i5  .  17  ,  etc.  ; 

ici  le  premier  terme  a  =  3  ,  la  différence  (  ou  la  raison  ) 
ri  =:  9  ;  on  trouvera  pour  le  huitième  terme  , 

34.(8-1)2=17, 

ainsi  qu'on  le  conclut  en  calculant  tous  ceux  qui  le  pré- 
cèdent. 

La  progression  que  je  viens  de  considérer  était 
croissante;  en  l'écrivant  dans  un  ordre  inverse,  tel  que 
celui-ci  :  J^^f*^.-^  '^  ♦? .'v  7;;^;' 

717.15.13.11.9.7.5.3  .1  .  —  1  .  — 3,  etc. , 
elle  serait  décroissante.  On  en  trouverait  encore  un 
terme  quelconque  au  moyen  de  la  formule  a  +  (n — 1  )  «T, 
en  observant  que  cT  doit  y  être  supposé  négatif,  puisque 
la  différence  doit  alors  se  retrancher  d'un  terme  quel- 
conque pour  obtenir  le  suivant. 

229.  On  parvient  aussi  très  simplement  à  connaître 
la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  de  la 
progression  par  différence.  Cette  progression  étant  re- 
présentée par 

^  a  .  b  .  c i  .  k  ,  l, 

et  S  désignant  la  somme  de  tous  ses  termes ,  on  aura 
S^a-\-b-{-c ^i^k-\'L 

En  écrivant  les  termes  du  second  membre  de  cette 
équation  ,  dans  un  ordre  inverse  du  précédent ,  on 
aura  encore 

S^l-^k-^-i ^^^c  +  a. 

Si  l'on  ajoute  ces  équations  ,  et  qu'on  réunisse  les  termes 
qui  se  correspondent,  il  viendra 

^Itm.  d'Jlgèbre.  \^^  édition.  21 
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mais  par  la  nature  de  la  progression ,  on  a ,  en  partant 
du  premier  terme  , 

a-f  J^=:6,  ô+cTrrrc, f-f  cT^r/f,  /i-f-cTzr:/, 

et  par  conséquent,  en  partant  du  dernieï' , 

l  —  Sz=zk,k  —  S=zi, c--^  —  h^b--^—a'. 

l'addition  des  équations  correspondantes  fait  voir  sur- 
le-champ  que 

« -f- /r=Z? -f /;  =  c -f  i,  etc. , 

et  que  par  conséquent 

2v.Ç  =  71  (a-f  /)  -, 
d'où  il  suit 

2 

En  appliquant  cette  formule  à  la  progression 
43.5.7.9.  etc. , 
on  trouvera  pour  la  somme  des  huit  premiers  termes  , 

L5±izH=.8o. 

2 
23o.  L'équation 

l-=a  +  {n^i)S, 
iointe  à 


s 


donne  le  moyen  de  trouver  deux  quelconques  des  cinq 
quantités  a,S,n,l  et  .9,  lorsqu'on  , connaît  les  trois 
autres;  je  ne  m'arrêterai  pas  à  traiter  chacun  des 
cas  qui  peuvent  se  présenter. 

23 1.  On  a  tiré  de  la  proportion  ,  la  progression  par 
quotient  (ou la  progression  géométrique)  ,  qui  consiste 
dans  une  suite    de   termes  tels,    que  le  quotient  d'un 
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terme  divisé  par  celui  qui  le   précède  ,  est  le  même 
quelque  part  que  soient  pris  ces  deux  termes.  Les  suites 

-H-  2  :  6 :  18  :  54  :  162  :  etc., 
rr45:  i5:  5  :    I  :     |:  etc., 

sont  des  progressions  de  ce  genre  •  le  quotient  (  ou  la 
raison  )  est  3  dans  l'une  et  \  dans  l'autre  :  la  première 
est  croissante ,  et  la  seconde  décroissante.  Chacune  de 
ces  progressions  forme  une  suite  de  rapports  égaux ,  et 
c'est  pour  cela  qu'on  les  écrit  comme  ci-dessus. 
Soit 

r^  a:b\  c\  d: k:  i^ 

une  progression  quelconque   par  quotient  ;   en  faisant 

2^=^ y  j'aurai ,  par  la  nature  de  cette  progression  , 

b c       d      e  l 

^'~'â'~"b'~7:'^d"'^k' 
ou     b—aq,  c=bq,  d=cq ,  e=dq ,  .,,  l  =  kq. 

Mettant  successivement  la  valeur  de  b  dans  celle  de    c 
cette  dernière  dans  celle  de  J,   et  ainsi  des  autres,  il 
viendra 

b:=aq,  c—aq\  d^aq\  e^aq^,. ,  .l=zaq^-\ 

en  désignant  par  n  le  rang  du  terme  /,  ou  le  nombre  des 
termes  que  l'on  considère  dans  la  progression  proposée. 

A  l'aide  de  la  formule  l:=,aq^-\  on  peut  calculer  un 
terme  quelconque  sans  passer  par  tous  les  intermédiaires. 
Le  dixième  terme  de  la  progression 

-H-  2  :  6  :  18  :  etc. , 

par  exemple,   est  égal  2  X  ^SrrrS^SGG. 

232.  On  peut  obtenir  aussi  la  somme  d'autant  de 
termes  qu'on  voudra  de  la  progression 

21.. 
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^  a'.b  ',  c',  dl  etc.  , 
en  ajoutant  entre  elles  les  équations 

br=aqj  c^=bq,  d=cq,  ez=dq,  ...l=zkq; 
car  il  en  résultera 

et  en  nommant  S  la  somme  cherchée  ,  on  aura 

6  +  c  +  r£  +  e -f./  =  5  — a, 

a-i-b^c-^d.... -^11=3  —  1, 

d'où  l'on  conclura 

S-a=q(iS-l), 
et   par   conséquent 

Dans  l'exemple  ci-dessus,  on  trouverait  pour  la  somme 
des  dix  premiers  termes  de  la  progression 

—  2:6:18:  etc. , 
2X3»°— 2 


2 
233.  Les  deux  équations 

l—aq""-',     S 


3'°— 1  =  59048. 
ql — a 


g— 1 

renferment  les  relations  que  les  cinq  quantités  a,  q^  n,  l 
et  S ,  doivent  avoir  entre  elles  dans  la  progression  par 
quotient ,  et  feront  connaître  deux  quelconques  dé  ces 
quantités  ,  lorsque  les  trois  autres  seroVit  données. 

234.  Si  l'on  substitue  aq"~^  à  la  place  de  Z,  dans  l'ex- 
pression de  .9,  il  viendra 
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Lorsque  q  surpassera  l'unité,  la  quantité  q^  sera 
d'autant  plus  grande ,  que  le  nombre  n  sera  plus  consi- 
dérable ;  et  S  sera  susceptible  de  surpasser  telle  quan- 
tité que  l'on  voudra ,  en  donnant  à  n  une  valeur  conve- 
nable ,  c'est-à-dire,  en  prenant  un  nombre  suffisant  de 
termes  de  la  progression  proposée.  Mais  si  q  est  une  frac- 

tion  représentée  par  — ,  on  aura 


ai—- — 1  )        am(i )       a 
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5= 

1  ^  m  —  1  771  —  1 

m 
et  il  est  évident  que  plus  le  nombre  ji  deviendra  grand  , 
plus  le  terme  —^^zr^   deviendra  petit ,  et  plus  par  con- 
séquent la  valeur  de  S  approchera  de  la  quantité , 

dont  elle  ne  diffère  que  de 


(771—1)771"-* 
donc,  plus  on  prendra  de  termes  dans  la  progression  pro- 
posée ,  plus  leur  somme  approchera  de .Elle  pourra 

même  en  différer  de  moins  que  telle  petite  quantité  qu'on 
puisse  assigner,  sans  jamais  lui  être  rigoureusement  égale. 

L.a  quantité ,    que  je  désignerai  par   L,  est  , 

comme  on  voit,  une  limite  dont  les  sommes  partielles 
représentées  par  S ,  s'approchent  de  plus   en  plus. 

En  appliquant  ces  considérations  à  la  progression 

^^  1  •  1  •  4  •  s  •  Te  •  ^^^'i 
on  aura 


V 
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^^^^ 


d'où 

y         am 

m  =  2,     L  = =z2' 

m — 1 

et  plus  on  prendra  de  termes  dans  la  progression  ci- 
dessus,  plus  leur  somme  approchera  d'être  égale  à  a. 
On  trouve  en  effet 


1 

=  1=2—1, 

l-f--^ 

=  7  =2  —  i. 

1+^+^ 

=l==^--i> 

1+T  +  i  +  i 

^^1"^^^       â> 

•^      1^  a     »^4    r^B     <^  ib  16 *  i6, 

etc. 
L'expression  de  L  peut  être  considérée  comme  la 
somme  de  la  progression  décroissante  par  quotient,  con- 
tinuée à  l'infini,  et  c'est  ainsi  qu'on  la  présente  ordinai- 
rement ;  mais  on  ne  peut  cependant  s'en  former  une  idée 
bien  nette,  qu'en  l'envisageant  sous  le  point  de  vue 
d'une  limite. 

255.  On  peut  tirer  de  l'expression 

q—i        ' 
tous  les  termes  qui  composent  la  progression  dont  elle 
représente  la  somme  ;  car  si  l'on  effectue  la  division  de 
(/"  —  1  par  q —  i  (i58)  ,  on  trouvera 

'^  =  T~^=  '  +<J+f+<i'+f +'/""■' 

ce  qui  donne 

S^za-^-aq-^-aq"" -f-a(5f"-*. 

La  valeur  de  L  jouit  de  la  même  propriété ,  lorsqu'on 
effectue  la  division  de  m  par  m  —  i ,  comme  il  suit  : 


■—m-^-i 
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-^^ 


l       •      ^  ■  ^'^-/A?  li'J 


h 

m         nf 

etc. 

On  divise  d'abord  tti  ,  comme  à  l'ordinaire ,  par  le  pre- 
mier terme  du  diviseur ,  ce  qui  donne  pour  quotient  i  ; 
on  multiplie  ce  quotient  par  le  diviseur,  et  on  retranche 
le  produit  du  dividende;  on  divise  ensuite  le  reste  i  par 
le  premier  terme  du  diviseur  ;  on  trouve  pour  quotient 

r—,  qu'on  multiplie  par  le  diviseur ,  et  on  a  pourreçte-^: 

on  opère  sur  ce  reste  comme  sur  le  précédent.  En  conti- 
nuant ainsi ,  on  aperçoit  bientôt  la  loi  que  suivent  tous 

les  quotiens  partiels  ,  et  l'on  voit  que  l'expression 

est  équiv^ente  à  la  série 

1.1.1. 

771  771^    ^     m^    '  '         i#4  i« 

continuée  à  l'infini  ;  mettant  pour  tti  sa  valeur  - ,  et  mut 
tipliant  par  a ,  on  retrouve     ~, 

a-\-aq-i-aq'^'\-  «9^  -f-  etc.  ,  " "  '  - 
pour  la  progression  dontZ/  exprime  la  limite. 

fl36.  On  regarde  le  développement  ,...' 


*  "^  m  "^  ,7;:^  "^  tTS  ^t^rijh^irmnj 


m        m*        jii 
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comme  la  valem*  de  la  fraction ,  toutes  les  fois 

m  —  1 

qu'il  est  convergent ,  c'est-à-dire,  que  les  termes  qui  le 
composent  diminuent  en  s'éloignant  du  premier. 

En  effet ,  si  l'on  arrête  la  division  précédente  successi- 
vement au  premier,  au  second,  au  troisième reste, 

on  trouve 


les  quotiens  i 


1  ^ — 

m      m^ 

etc. 


et  les  restée  i 
1 

m 
I 

etc. 


les  uns  n'approchent  de  la  vraie  valeur  qu'autant  qua 
les  autres  vont  en  diminuant  ;  et  cette  circonstance  n'a 
lieu  que  lorsque  m  surpasse  l'unité.  Dans  tous  les  autres 
cas,  on  ne  peut  se  permettre  de  négliger  les.restes,  qui, 
croissant  sans  cesse,  font  voir  que  les  quotiens  s'éloignent 
de  plus  en  plus  de  la  vraie  valeur. 

Pour  éclaircir  ceci,  il  suffit  de  faire  successivement 
m  =  2,  mz=zi  ,  m:=:{,  La  première  supposition  donne 

_i2_=a  =  i+i  +  i  +  J-|-f;->-etc.;        ' 

&t  l'on  a  déjà  vu  (  234  )  qii'en  effet  la  série  qui  com- 
pose le  second  membre  s'approchait  de  plus  en  plus  de  2. 
La  seconde  supposition  conduit  à 

jj^  '  ■■■■•  .10   ,Î>-LLÎ(  7;.:>M..ir 


m —  1 


rr=i=  1  -{-  1  + 1  +  1  -f  l  +  1  -h  etc. 


Ce  résultat,  i  +  i  -f  i  -f  i  -f-etc,  continué  à  l'infini, 
donne  bien  une  quantité  infinie ,  comme  le  demande  la 
nature  de  l'expression  ^  :  cependant  si  l'on  ne  tenait  paa 
compte  des  restes  dans  cet  exemple,  on   tomberait  dans 
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une  absurdité  ;  car  puisque  le  diviseur  ,  multiplié  par  le 
quotient ,  doit  reproduire  le  dividende  ,  il  faut  que 

i  =  (i  +  i-f-i4.i-f- ).o; 

or   le  second  membre  s'anéantit  rigoureusement  :   on 
aurait  donc  1  =  0. 

La  troisième  supposition  mène  à  des  conséquences 
non  moins  absurdes ,  quand  on  néglige  les  restes ,  et 
qu'on  regarde  la  série  résultante  comme  exprimant  la 
valeur  de  la  fraction  dont  elle  dérive.  En  faisant  mz=l, 
on  trouve 


i^i4.a-f.4-f8-f  16  +  etc.  , 


771  1 

ce  qui  est  bien  évidemment  faux.    Ces  contradictions 
disparaissent  quand  on  observe  la  marche  des  restes. 
Dans  le  second  cas  ,  les  restes 


^       1        ^        * 

_—  ——m  __«  PTC 


sont  tous  égaux  à  1 ,  et  puisqu'ils  ne  diminuent  pas  , 
il  n'est  pas  permis  de  les  négliger,  quelque  loin  que  l'on 
pousse  la  série.  En  ajoutant  donc  l'un  de  ces  restes  au 
second  membre  de  l'équation 


l=:(l-|-l-|-l  +  l-fl-f ).0, 

elle  devient  exacte. 

Dans  le  troisième  cas,  les  restes 

111 

forment  la  progression  croissante  1 ,  3 ,  4i  ^>  1^  >  ^tc,  et 
en  ajoutant  à  chaque  quotient  la  fraction  qui  résulte  du 
reste  qui  l'accompagne ,  les  expressiorts  rigoureuses  de 

771 

,  sont 

771  —    1  ' 
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1 


1   -f 


ni  — 

1  4      ' 


m  \n  (m — i)  ' 

1 


+  ,-ïïr 


m  ni''       ni^  (jn  —  i  )  ' 

etc. , 

qui  toutes  s*accordent  adonner —  i,  lorsque  m  =:|. 

Si  l'on  prenait  771=  —  n,  la  fraction deviendrait 

771 — 1 

;  la  série  qui  exprime  le  développement  de  cette 


n  -}-  1 

fraction  se  changerait  en 

1.1         1     , 

1 — -< r-l-  etc.  ; 

et  en  y  faisant  7i=  i ,  on  aurait 

1  —  1+1  —  1  +  1  —  1  +  6tc. , 

développement  qui  devient  tantôt  i  et  tantôt  o ,  et  qui 
s'écai'te  par  conséquent,   tantôt  par  excès  ,  tantôt  par 

défaut ,  de  la  vraie  valeur  de  — ; — ,  égale  dans  ce  cas 

n  ~\-  1 

à  J:  mais  la  série  ci-dessus ,  n'étant  point  convergente , 
ne  peut  donner  cette  vraie  valeur;  et  il  faut  nécessaire- 
ment tenir  compte  du  reste ,  à  quelque  terme  que  l'on 
s'arrête. 

Si  l'on  suppose  dans  la  série  précédente  71=2,  on  aura 
1— 1  +  ^  — ïï  +  T^-^etc.        trf'K'noî 

suite  dont  les  sommes  partielles  1 ,  i,  4,  |>  etc.  sont  al- 
ternativement plus  petites  et  plus  grandes  que  la  vraie  va- 
leur de  ■  ,  qui  est  f ,  mais    dont  elles  approchent 
11  — j-  1 
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indéfiniment ,  parce  que  la  série  proposée  est  con- 
vergente. 

Quoique  les  séries  divergentes ,  c'est-à-dire  celles 
dont  les  termes  vont  en  augmentant,  s'écartent  sans 
cesse  de  la  vraie  valeur  de  l'expression  dont  elles  dé- 
rivent ,  considérées  néanmoins  comme  développemens 
de  ces  expressions.,  elles  peuvent  faire  connaître  celles 
de  leurs  propriétés  qui  ne  dépendent  point  de  leur 
sommation,  c'est-à-dire  de  la  détermination  de  leur 
somme. 

237.  En  poussant  quelque  division  algébrique  que  ce 
soit,  comme  j'ai  fait  ci-dessus  (235) ,  pour  celle  de  m 
par  m  —  1 ,  on  parviendra  toujours  à  exprimer  le  quo- 
tient par  une  suite  infinie  de  termes  monômes. hes  extrac- 
tions des  racines  ,  continuées  de  la  même  manière  sur  les 
restes  successifs  ,  dans  le  cas  des  puissances  imparfaites, 
conduiront  aussi  à  des  suites  infinies  ;  mais  ces  suites  s'ob- 
tiendront plus  facilement  par  la  formule  du  binôme j  ainsi 
que  je  le  ferai  voir  dans  le  Complément ,  où  je  traiterai 
des  suites  les  plus  connues. 

Théorie  des  quantités  exponentielles  et  des  logarithmes, 

238.  Dans  toutes  les  questions  résolues  jusqu'ici, 
les  inconnues  n'entraient  pour  rien  dans  les  exposans  ; 
mais  il  n'en  serait  pas  de  même  si  l'on  voulait  déterminer 
le  nombre  des  termes  d'une  progression  par  quotient, 
dont  le  premier  terme,  le  dernier  et  la  raison  seraient 
donnés.   En  effet,  on  aurait  pour  cela  l'équation 

l^ziaq"-'    (23i), 

dans  laquelle  l'inconnue  serait  n-,  et  en  faisant,  pour  abré- 
ger, n — 1=07,  il  viendrait  Izz^aq"^.  Les  méthodes  directes 
exposées  précédemment  ne  sauraient  résoudre  cette 
équation  j  et  les  quantités  telles  que  ou  ne  peuvent  être 
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représentées  par  aucun  des  signes  dont  j*ai  déjà  fait 
usage.  Pour  répandre  plus  de  lumière  sur  ce  sujet,  je 
rappellerai ,  d'après  Euler ,  la  liaison  qui  existe  entre 
les  diverses  opérations  de  l'Algèbre,  et  comment  chacune 
d'elles  donne  naissance  à  une  nouvelle  espèce  de  quan- 
tités. 

239.  Soient  a  et  b  deux  quantités  qu'on  se  propose 
d'ajouter  ensemble  ;   on  a 

et  si  de  cette  équation  on  veut  tirera  ou  6 ,  on  trouve 


a:=::  c  —  b  ,     br=c  —  a  \ 


voilà ,  comme  on  voit ,  l'origine  de  la  soustraction  ;  or 
quand  cette  dernière  opération  ne  peut  s'effectuer  dans 
l'ordre  où  elle  est  indiquée  ,  le  résultat  devient  négatif. 
L'addition  répétée  d'une  même  quantité  engendre  la 
multiplication  :  a  désignant  le  multiplicateur  ,  b  le  mul- 
tiplicande, et  c  le  produit,  on  a 

ab-=z.  c  j 
d'où  l'on  tire 

c        ,        c 

et  de  là  naissent  la  division  et  les  fractions  qui  en  sont  la 
suite  ,  lorsqu'elle  ne  peut  s'effectuer  sans  reste. 

La  multiplication  répétée  d'une  quantité  par  elle- 
même,  produit  les  puissances  de  cette  quantité  -,  en  expri- 
mant par  b  le  nombre  de  fois  que  a  est  facteur  dans  la 
puissance  que  l'on   considère ,  on  a 


Cette  équation  diffère  essentiellement  des  précédentes, 
en  ce  que  les  quantités  aetb  n'y  entrent  pas  toutes  deux 
de  la  même  manière,  d'où  il  suit  qu'on  ne  peut  pas 
résoudre  l'équation  par  rapport  à  l'une  comme    par 
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rapporta  l'autre.  Si  c'est  a  qu'on  cherche^  une  simple 
extraction  de  racine  suffit  pour  le  trouver  ,  et  cette  opé- 
ration donne  lieu  à  une  nouvelle  espèce  de  quantités  , 
savoir ,  les  irrationnelles  ;  mais  la  détermination  de  b  dé- 
pend de  méthodes  particulières  que  je  ferai  connaître 
lorsque  j'aurai  exposé  les  principales  propriétés  de 
l'équation  a^  z=zc. 

240-  Il  est  facile  de  voir  qu'en  conservant  la  même 
valeur  pour  la  lettre  a,  que  je  supposerai  au-dessus  de 
l'unité  ,  et  variant  convenablement  celle  de  6,  on  pourra 
obtenir  pour  c  tous  les  nombres  possibles.  En  effet,  enfai- 
sant  b=  o ,  on  a  c  =  1  ;  puis  lorsque  Z>  croîtra,  les  valeurs 
correspondantes  de  c  surpasseront  de  plus  en  plus  l'unité, 
et  pourront  augmenter  autant  qu'on  voudra.  Le  contraire 
aura  lieu  si  l'on  prend  b  négatif  ;  l'équation  c^  =  c  se 

changeant  en  a~^  =  c ,  ou-j  =  c,  les  valeurs  de  c  iront 

?ans  cesse  en  diminuant,  et  pourront  devenir  aussi  petites 
qu'on  voudra.  On  peut  donc  de  la  même  équation  tirer 
tous  les  nombres  positifs  possibles  ,  soit  entiers ,  soit  frac- 
tionnaires ,  dans  le  cas  où  a  surpasse  l'unité;  Il  en  serait 
de  même,  si  Ton  avait  a<^i  :  seulement ,  les  valeurs  de  c 
marcheraient  en  sens  inverse  de  celles  du  cas  précédent  ; 
mais  en  supposant  c  =  i ,  on  trouverait  toujours  c  =  1  , 
quelque  valeur  qu'on  donnât  kb:  on  doit  donc,  dans  tout 
ce  qui  va  suivre,  regarder  a  comme  différant  essentiel- 
lement de  l'unité. 

Pour  mieuxdésigner  quea  ne  change  point,  et  que  les 
deux  autres  quantités  Z>  et  c  sont  indéterminées,  je  les  re- 
présenteraipar  les  lettres  a;  etjy,et  j'aurai  l'équation  a^zrzy, 
dans  laquelle  à  chaque  valeur  de  j' répond  une  valeur  de 
X,  en  sorte  que  l'une  de  ces  quantités  est  déterminée  par 
l'autre,  et  réciproquement. 

241.  Cette   génération   de  tous  les  nombres   par  le 
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moyen  des  puissances  d'un  seul ,  est  très  importante 
non-seulement  par  rapport  à  l' Algèbre  ,  mais  encore  par 
le  secours  qu'elle  fournit  pour  abréger  les  calculs  nu- 
mériques. En  effet,  si  l'on  considère  un  autre  nombre/, 
et  que  l'on  désigne  par  x'  la  valeur  correspondante  de  x^ 
on  aura  a^'=:y,  et  par  conséquent  si  l'on  multiplie  y 
par  y,  il  viendra 

y  y'  =  a^  X  a"  ==r  a^-+-^^  ; 

5)1  l'on  divise,  on  trouvera 

y        a" 

enfin ,  si  l'on  prend  la  puissance  m  de  y  et  la  racine  n^"^' 
on  aura 


pour  l'une ,  et 


yrrr(a^)™=rG" 


pour  Tautre. 

Il  suit  des  deux  premiers  résultats  que ,  connaissant  lea 
exposans  x  et  x  relatifs  aux  nombres  y  et^^',  on  trou- 
vera ,  en  prenant  leur  somme,  l'exposant  qui  répond  au 
produit ^y,  et  en  prenant  leur  différence,   celui  qui 

répond  au  quotient  =5_.  Les   deux   dernières  équations 

font  voir  que  l'exposant  relatif  à  la  puissance  m^^'^de  y 
s'obtient  par  une  simple  multiplication,  et  celui  qui  ré- 
pond à  la  racine  71^"'%  par  une  simple  division. 

Il  est  facile  de  conclure  de  là,  que  si  l'on,  avait  une  table 
dans  laquelle,  à  côté  de  chacun  des  nombresjy,  se  trouvas- 
sent les  valeurs  correspondantes  de  a: ,  en  sorte  qu'étant 
donné  j,  on  pût  avoir  a:,  et  réciproquement,  la  multipli- 
cation de  deux  nombres  quelconques  se  réduirait  à  une 
simple  addition  ,  parce  qu'au  lieu  d'opérer  sur  ces 
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nombres  ,  on  ajouterait  les  valeurs  de  x  qui  s'y  rap- 
portent,  et  cherchant  ensuite  dans  la  table  le  nombre 
auquel  répond  cette  somme,  on  aurait  ainsi  le  produit 
demandé.  Le  quotient  des  nombres  proposés  se  trouve- 
rait dans  la  même  table,  vis-à-vis  de  la  différence  des 
valeurs  de  x  qui  leur  correspondent,  et  la  division 
s'effectuerait  alors  par  une  soustraction. 

Ces  deux  exemples  font  assez  entrevoir  l'utilité  dont 
peuvent  être  des  tables  semblables  à  celle  dont  on  vient 
de  parler  ;  aussi  l'usage  en  est-il  bien  répandu  depuis 
Neper ,  qui  les  imagina  le  premier.  Les  valeurs  de  x  y 
sont  désignées  sous  le  nom  de  logarithmes ,  et  par  con- 
séquent les  logarithmes  sont  les  exposons  des  puissances 
auxquelles  il  faut  élever  un  nom,hre  invariable ,  pour 
en  déduire  successivement  tous  les  nombres  possibles. 

Le  nombre  invariable  se  nomme  base  de  la  table  ou  du 
système  de  logarithmes. 

Dans  la  suite ,  je  représenterai  le  logarithme  de  j,  par 
1^  ;  on  aura  x=z\y^  et  à  cause  de  j/ =  a"^,  il  vien- 
dra j'^a^^. 

242.  Les  propriétés  des  logarithmes  étant  indépen- 
dantes des  valeurs  particulières  du  nombre  a  ou  de  leur 
base,  il  s'ensuit  qu'on  peut  former  une  infinité  de  tables 
différentes,  en  donnant  à  ce  nombre  toutes  les  valeurs 
possibles ,  autres  que  l'unité.  Prenant  pour  exemple 
a  r=  1  o ,  on  aura^  =  (10)'^,  et  on  trouvera  sur-le-champ 
que  les  nombres 

1,     10,     100,     1000,     loooo,     100000,  etc.,, 

qui  sont  tous  des  puissances  de  10,  ont  pour  logarithmes 
dans  cette  hypothèse,  les  nombres 

0,      1,       2,  3,  4,  5,       etc. 

On  peut  déjà  vérifier  sur  cette  suite  les  propriétés  que 
j'ai  énoncées  dans  le  numéro  précédent  :  en  ajoutant  le» 


^» 
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logarithmes  de  i  o  et  de  i  ooo ,  qui  sont  i  et  3 ,  on  voit 
que  leur  somme  4  se  trouve  au-dessous  de  loooo,  qui 
est  le  produit  des  nombres  proposés. 

243.  Les  logarithmes  des  nombres  intermédiaires 
entre  1  et  10,  10  et  100,  100  et  1000,  etc.,  ne  peuvent 
s'obtenir  que  par  approximation.  S'il  s'agissait ,  par 
exemple,  d'avoir  le  logarithme  de  2  ,  il  faudrait  résoudre 
l'équation  (10)"^:=:  2  ,  en  y  appliquant  la  méthode  don- 
née n°  221 ,  et  trouver  d*abord  le  nombre  entier  le 
plus  approchant  de  la  valeur  de  x.  On  voit  bientôt 
que  X  est  entre  o  et  1  ,  puisque  (10)''  =1,  (lo)*  =  10  ; 

i  2. 

ou   fera  donc  x  =  -,  et  il  viendra  (10)*=  2  ,    ou 

10  =  2^;  or  f,  se  trouve  entre  3  et  4^  on  supposera  donc 

z  =  3  -| — T  y  et  il  en  résultera 

2> 

1  ]  I 

10  =  2       ''=2'^X2*'=:8X2^', 

ou 

ou  enfin  2  =  (i)^'. 

La  valeur  de*'  tombant  entre  3  et  4,  on  fera 

on  aura 

d'où  l'on  tirera  , 

j 

(i)«'^=2(f)3=if|,ou(fi-|r=i; 

et  après  un  petit  nombre  d'essais ,  on  trouvera  que  z"  est 
entre  9  ©t  10.  On  pourra  pousser  plus  loin  de  la  même 


i 
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manière  ;  mais  comme  je  n'ai  indiqué  ce  procédé  que 
pour  montrer  la  possibilité  de  trouver  les  logarithmes 
de  tous  les  nombres,  je  me  bornerai  à  supposer  2."  =  9; 
et  en  remontant ,  on  obtiendra 

„l 28  -  11  3. 11 

2,   —  ,        Z» aa  >        '^ p3' 

Cette  valeur  de  x,  réduite  en  décimales ,  est  exacte  jus- 
qu'au quatrième  chiffre  ,  car  elle  donne 

a;=  0,30107; 

et  des  calculs  portés  à  un  plus  haut  degré  de  rigueur, 
ont  appris  qu'en  poussant  jusqu'à  7  décimales  ,  on 
aurait 

X  z=z  o,3oio3oo. 

Pour  interpréter  cette  valeur  de  x  comme  celle  d'un 
exposant,  il  faut  concevoir  que  si  on  élève  le  nombre  10 
à  la  puissance  marquée  par  le  nombre  3oi  o3oo ,  et  qu'on 
extraye  du  résultat  une  racine  du  degré  10000000,  on 
auraunnombre  très  approchant  de  i2  ;  c'est-à-dire. ,  que 

loi  n^  nr, 

(10)  »°°°°°°o  =  2  ,  à  fort  peu  près  :  le  premier  mem- 
bre est  un  peu  plus  grand  que  2  ;   mais  le   nombre 

Toi  0199 

(jQ y  0000000  serait  plus  petit  (*). 

{*)  La  méthode  indiquée  dans  ce  numéro  ne  serait  pas  praticable 
pour  des  nombres  un  peu  grands  j  mais  en  voici  une  autre  donnée 
par  Long,  géomètre  anglais ,  dans  les  Transactions  philosophiques  y 
pour  l'année  1724,  n°  SSg,  qui  peut  être  très  utile. 

La  détermination  de  x  dans  l'équation  (10)^  =  ^  étant  très  labo- 
rieuse, on  peut  procéder  dans  un  ordre  inverse,  se  donner  a:  pour 
obtenir  y ,  et  former  une  table  des  valeurs  dey  correspondantes  h 
celles  de  a;,  qui  servira  ensuite ,  comme  on  va  le  voir,  à  déterminera 
par  y. 

On  prend  d'abord  pour  ce  des  valeurs  depuis  0,1  jusqu'à  0,9  j  et  ton  t 
se  réduit  h.  déterminer  la  valeur  de  y,  qui  répond  à  a:  =  0,1 ,  ou  qui 

est  (10)^,  parce  que  les  autres  valeurs  de  y,  savoir: 
Elém.  d'Algèbre,   14^  édition.  29 
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244-  En  multipliant  successivement  par  2,3,  4>  ^tc. 
le  logarithme  de  2,  on  obtient  ceux  des  nombres  4 ,  8, 
i6,  etc.  qui  sont  les  2^,  3^,  4%  ^^^-j  puissances  de  2. 

En  ajoutant  au  logarithme  de  2  les  logarithmes  de  iQ, 
de  100,  de  looo,  etc.,  on  en  déduit  ceux  de  20,  de  200, 
de  20C0,  etc.;  et  il  est  évident  qu'il  suffit  d'avoir  les  lo- 
garithmes des  nombres  premiers  pour  trouver  les  loga- 
rithmes de  tous  les  nombres  composés ,  qui  ne  peuvent 
être  que  des  puissances  ou  des  produits  de  nombres  pre- 
miers. Le  nombre  210,  par  exemple,  étant  égal  à 

2X3X5X7> 

son  logarithme  sera  égal  à 

l2-fl3-|-15-f-Î7, 
et  à  cause  que  5  =  -^ ,  on  aura 

15==lio  — I2. 
245.  Les   logarithmes,    qui  sont  toujours  exprimés 

(10)^,         (lo)**,  etc., 

S(MU  les  a*,  3*7  etc. ,  puissances  de  la  première. 

L'extraction  de  la  racine  qnarrée  fait  d'abord  connaître 

».  A. 

(10)*^     OU     (to)"*  ==  3,162277660} 

pnis  en  extrayant  b  racine  cinquième  de  ce  résultat,  on  parvient  h 

(l0)'^=I,258Q'i54l2- 

Par  un  proce'dé  semblable ,  on  tirera  de  ; 

(10)  "=1,258925412  ^^_^: 

la  valeur  de 

V (lO)ï*-  =  (10)"  =  (lo)"^^  =:  T,T22Dl8454;    'J=>0  fijt, 

pnis  prenant  la  racine  cinquième,  on  formera 

(io)'i"  =1,023292992; 

et  remontant  aux  puissances  2e,  3« g«,  on  obtiendra  les  valeurs 

de  j-,  correspondantes  à  celles  de  x  ,  depuis  0,01  jusqu'à  0,09. 

On  conçoit  facilement  que  de  ectte  manière  on  formera  encore 
les  valeurs  de  j^ pour  celles  de  r  ,  depuis  o,ooi  jusqu'h  0,009,  t^cpuis 
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en  décimales ,  sont  nécessairement  composés  de  deux 
parties,  savoir,  des  unités  ,  placées  à  la  gauche   de  là 


0,0001  jusqu'à 

0,0009,  ^^  qu'on 

pourra  composer 

la  table  ci-dessous 

Log. 

Nombres  natur. 

Log. 

Nombrt-s  natur. 

0,9 

6,309573^^ 
5,011872336 

0,00000 

1,000207254 
1,000184224 
I, 000161 194 

8 

8 

7    . 

7 

1               ^' 

3,981071706 

6 

i,oooi38i65 

5 

3,  j  6227-7660 

5 

i,oooii5i36 

4 

2, 5 I 1886432 

4 

1,000092108 
I ,  oooo'69o8o 

3 

I, 99526231 5 

3 

2 

1,584893192 

2 

i,oooo46o53 

I 

1 

1,258925412 

' 

1,000023026 

0,09 

1,230268771 

I,202264'}35 

1,174897555 

0,000009 

1,000020723 

8 

1,000018421 

7 

7 

1,000016118 

6 

1, 1481 53621 

6 

i,ooooi38i6 

5 

1,122018454 

5 

ï,ooooii5i3 

4 

1,096478196 

4 

1,000009210 

3 

i,07i5i93o5 

3 

I , 000006908 

2 

i,o47i2'8548 

2 

T,ooooo46o5 

I 

1,023292992 

I 

i,ooooo23o3 

0,00g 

1,020939484 
i,oi859i388 

0,0000009 

1,000002072 

8 

1,000001842 

^ 

1,016248693 

7 

1,000001612 

i,ot39u386 

6 

I , 00000 1 382 

5 

1,011579454 
i,oo9'^,5288b 

5 

I ,oooooii5r 

î 

1,000000921 
1,000000691 

1,006931669 

2 

1,004615790 
i,o023o5238 

2 

1 , 00000046  r 

i 

T 

I,00000023o 

0,0009 

1,002074475 

0,00000009 

1,000000207 

1,001843766 

8 

1,000000184 

7 

i,ooi6i3ioq 

l 

1,000000 16 r 

6 

1,001382006 

1 , 000000 1 38 

5 

1,001 i5i956 

5 

1,00000011 5 

^ 

1,000921458 

4 

I , 000000092 
I , 000000069 

1,000691014 

3 

a 

T , 000460623 

2 

1,000000046 

* 

I,000230285 

I 

T,0O00O0O23 

22.. 


540  É    li    E    M    E     N   S 

virgule ,  et  des  chiffres  décimaux  qui  se  trouvent  à  la 
droite.  La  première  porte  le  nom  de  coractéi'istiqme , 
parce  que ,  dans  les  logarithmes  que  je  considère  pour 
le  moment,  qui  résultent  de  la  supposition  de  0=10, 

Par  le  moyen  de  cette  table,  on  trouvera  le  logarithme  d\in  nombre 
quelconque,  en  le  divisant  par  10,  un  nombre  de  fois  suffisant.  Pour 
obtenir,  par  exemple,  celui  de  2049,  on  divisera  ce  nombre  d'abord 
par(io)3  ou  1000,  qui  est  la  plus  grande  puissance  de  10  ,;\  exposant 
entier,  qu'il  puisse  contenir,  et  on  aura 

2549=  (10)3X3,549; 
puis  on  cherchera  dans  la  table  la  puissance  de  10,  immédiatement 
au-dessous  de  2,549  >  ^^  trouvera 

(io)V  =2,511886432, 
et  divisant  2,549  P*''^  ^^  dernier  nombre ,  il  viendra 

2,549  =  (10)0,4  ^  1,014775177. 
Cherchant  encore  dans  la  table  la  puissance  de  lo,  immédiatement  an- 
«lessous  de  1,014775177,  on  trouvera 

(io)o,oo'5  =  1,01391 1386; 

puis  divisant  par  ce  nombre  le  quotient  précèdent,  1,014775177,  on 
iiura  un  3^  quotient  T. 00085174*2. 

On  continuera  d'opérer  ainsi  jusqu'h  ce  qu'on  soit  parvenu  h  un  quo- 
tient qui  ne  diffère  de  l'unité  que  dans  l'ordre  de  décimales  qu'on  se 
pK)pose  de  négliger. 

En  regardant  ici  le  troisième  comme  égal  h  l'unité  ,  le  nombre 
proposé  sera  décomposé  en  facteurs,  qui  seront  des  puissances  de  10, 
car  on  aura 

2549=  (io)3X  (10)0,*   X  (10)0,006  =  (,0)3,-^06, 

d'oîi  Ton  voit  que  3,4o6  est  le  logarithme  du  nombre  2549-  E"  poussant 
les  divisions  jusqu'au  nombre  de  7 ,  on  trouvera  que  ce  logarithme 
est  3,406369. 

La  même  table  sert  encore  plus  facilement  h,  trouver  un  nombre 
|)ar  son  logarithme  j  en  voici  un  exemple. 

Soit  2,547  ^^  logarithme  donné  ;  le  nombre  cherché  sera 
(io)',5*7_^(io)»  X  (10)0,5  X  (10)0,04  X  (10)0,007  : 
il  sera  donc  <;gal  au  protluit  des  nombres 
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et  qu*on  appelle  logarithmes  ordinaires  y  cette  partie  fait 
connaître  dans  quel  ordre  d'unités  tombe  lé  nombre  dont 
on  a  le  logarithme.  Tous  les  logarithmes  des  nombres 
compris  entre  1  et  10,  tombant  entre  o  et  1 ,  ont  néces- 
sairement o  pour  caractéristique  ;  tous  ceux  des  nombres 
compris  entre  1  o  et  1 00 ,  ont  1  ;  tous  ceux  des  nombres 
compris  entre  100  et  1000,  ont  2:  en  général,  la  ca- 
ractéristique d'un  logarithme  a  autant  d'unités  que  le 
nombre  proposé  a  de  chiffres  moins  un. 

24s.  Une  remarque  non  moins  importante,  c'est 
que  les  logarithmes  des  nombres  qui  sont  décuples  les 
uns  des  autres,  ont  la  même  partie  décimale  :  par 
exemple , 

543G0  a  pour  log.  4>7352794  , 

5436  3,7352794 , 

543,6  «2,7352794 , 

54,36  1,7352794, 

5,436  0,7352794  ; 

car  chacun  de  ces  nombres  étant  le  quotient  de  celui 
qui  le  précède ,  divisé  par  10,  le  logarithme  de  l'un 
s'obtient  en  ôtant  une  unité  à  la  caractéristique  de 
l'autre  (241,  242). 

(10)'        =  100, 
(10)0,5     -_  3,162277660, 

(lo)o,o4   —  1,096478196, 
(10)0,007  ~  1,016248693  , 

pris  dans  la  table  citée  j  et  on  aura  par  conséquent- 

a,547  =  J-  352,357. 

En  1 74a,  à  Londres,  Dodson  a  publié,  sous  le  ti  tre  A'' Anù-2ogarith' 
MIC  Canon  y  une  taWede  même  espèce  que  celle-ci,  mais  beaucoup 
plus  étendue,  et  dont  l'objet  est  de  faire  trouver  h  quel  nombre 
répond  un  logarithme  donné.  Voyez  aussi  dans  les  Mémoires  de 
V Académie  de  Berlin,  pour  1786 — 1787,  page  456,  une  table 
analogue  fort  étendue,  calculée  par  M.  Burja,  et  d'après  laqfuellp 
j'ai  corrigé  quelqups  fautes  dans  celle  de  Long. 
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247-  D'après  ce  qui  a  été  dit  n°  240,  les  logarithmes 
des  nombres  fractionnaires  sont  négatifs  dans  l'hypothèse 
actuelle  ;  et  on  les  déduit  facilement  de  ceux  des  nom- 
bres entiers ,  en  observant  qu'une  fraction  représente  le 
quotient  de  la  division  du  numérateur  par  le  dénomina- 
teur. Quand  le  numérateur  est  moindre  que  le  dénomi- 
nateur ,  son  logarithme  est  aussi  plus  petit  que  celui  du 
dénominateur  ,  et  par  conséquent  ,  en  retranchant  le 
dernier  du  premier  ,  on  a  un  reste  négatif. 

Pour  obtenir  le  logarithme  de  la  fraction  ^ ,  par  exem- 
ple, on  retranchera  de  o,  qui  exprime  le  logarithme  de  1 , 
la  fraction  o,3oio3oo  ,  qui  est  celui  de  2,  et  il  viendra 

—  o,3oio3oo. 

En  retranchant  de  o  le  nombre  i,3oio3oo,  qui  est  le 
logarithme  de  20 ,  on  aura  le  logarithme  de  ^z  y  égal  à 

—  i,3oio3oo  ; 

le  logarithme  de  3  étant  0,4771 2 13,  celui  de|  sera 
o,3o  1  o3oo  —  0,477 1 2 1 3  =  —  o,  1 7G09 1 3. 
248.  Par  la  manière  dont  on  les  obtient ,  les  lo- 
garithmes des  fractions  ,  abstraction  faite  de  leur 
signe,  appartiennent  (241)  au  quotient  de  la  division 
du  dénominateur  par  le  numérateur,  et  répondent 
par  conséquent  au  nombre  par  lequel  il  faudrait  di- 
viser l'unité  pour  obtenir  la  fraction  proposée.  En  ef- 
fet, |,   par   exemple,    peut  être  mis  sous    la  forma 

^,  et     11=13—12=0,1760913. 

Il  serait  peu  commode  ,  poiîr  trouver  la  valeur  de  la 
fraction  à  laquelle  appartient  un  logarithme  négatif  don- 
né,  de  chercher  le  nombre  auquel  il  répond  lorsqu'il  est 
positif,  puisqu'il  faudrait  effectuer  la  division  de  l'u- 
nité par  ce  nombre;   mais  si  l'on  retranche  ce   loga- 
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rithnie  de  1 ,  2,  3,  etc.  unités  ,  le  reste  appartiendra 
au  nombre  qui  exprime  la  fraction  cherchée ,  lorsqu'on 
la  convertit  en  décimales,  puisque  cette  soustraction 
répond  à  la  division  des  nombres  10,  100,  1000,  etc. 
par  le    nombre  du  logarithme  proposé. 

Soit  pour  exemple,  — o,3oio3oo-,  si,  en  n'ayant 
point  égard  à  son  signe  ,  on  ôte  ce  logarithme  de  i , 
ou  1,0000000,  le  reste  0,6989700,  répondant  à  5,  montre 
que  la  fraction  cherchée  est  égale  à  o,5,  puisqu'on  a 
supposé  l'unité   composée  de   lo  parties. 

Si ,  lorsqu'on  cherche  le  logarithme  d'une  frac- 
tion ,  on  conçoit  tout  de  suite  l'unité  formée  de 
10,  ou  100,  ou  looo,  ou  etc.  parties,  ou,  ce  qui 
revient  au  même ,  si  Von  augmente  la  caractéristique 
du  logarithme  du  numérateur  d'un  nombre  d'unités 
suîTisaat  pour  qu'on  puisse  faire  la  soustraction  de 
celui  du  dénominateur,  on  aura  de  cette  manière  un 
logarithme  positif ,  qui  pourra  s'employer  au  lieu  de 
j,elui  qu'on  a  indiqué  plus  haut. 

Afin  de  mettre  de  l'uniformité  dans  les  calculs  ,  on 
augmente  le  plus  souvent  de  10  unités  la  caractéris- 
tique du  logarithme  du  numérateur.  Relativement  à 
la  fraction  -| ,  par  exemple  ,  on  a 

io,3oio3oo  —  0,4771213  =  9,8239087. 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  logarithme  surpasse  de 
10  unités  le  logarithme  négatif  — 0,1780913;  et  que 
par  conséquent  chaque  fois  qu'on  l'ajoutera  à  d'autres, 
on  introduira  10  unités,  de  trop  dans  le  résultat; 
mais  la  soustraction  de  ces  10  unités  ne  doit  pas 
compter  pour  une  opération,  et  lorsqu'elle  sera  effec- 
tuée, on  aura  effectué  en  même  temps  celle  de  0,1 760913, 
En  effet,  soit  N  le  nombre  auquel  on  ajoute  le  lo- 
garithme positif  9,8239087',  le  réijujtat  de   l'opération 
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aéra  représenté  par 

N -j- lo  —  0,1760913; 
et  si  Ton  en  retranche  10,   on  aura  seulement 
A'' —  0,1760913. 
D'après  ce  qui  précède ,  on  change  la  soustraction 
en  addition  ,  en  employant ,  au  lieu  du  nombre  à  sous- 
traire ,  son  complément  arithmétique,  c'est-à-dire  ce 
qui  reste  lorsqu'on  retranche  ce  nombre  de  l'un  des 
nombres   10,  100,   1000,  etc.,   résultat  qui  s'obtient 
en   ôtant   de    10  les  unités  simples  du  nombre  pro- 
posé, et  toutes  les  autres   de  9;  cela  fait,  on  ajoute 
ce  complément  au  nombre  dont  il  faudrait  soustraire 
Je  proposé,  et  on  retranche  de  la   somme    une  unité 
de   l'ordre  sur  lequel  on  a  pris  le  complément. 

Il  est  évident  que  si  le  complément  est  répété  plu- 
sieurs fois ,  il  faudra  retrancher,  après  l'addition ,  au- 
tant d'unités  de  l'ordre  sur  lequel  le  complément  a  été 
pris ,  qu'il  y  en  a  dans  son  multiplicateur  ;   et  par  la 
même  raison  ,  si  l'on  emploie  plusieurs  complémens , 
il   sera  nécessaire   de  retrancher  pour  chacun  l'unité 
sur  laquelle  il  a  été  pris,  ou  autant  d'unités  qu'il  y  a 
de  complémens ,  si  tous  sont  pris  sur  une  même  unité. 
Quelquefois  cette  soustraction  ne  peut  s'effectuer; 
le  résultat   est  alors  le  complément    arithmétique  du 
logarithme  d'une  fraction,  et  il  répond  dans  les  tables  à 
1  expression  de  cette  fraction  convertie  en  décimales, 
Çuand  il  reste  encore  10  unités  à  ôter  de  la  caractéris- 
tique, ce  qui  estle  cas  le  plus  ordinaire,  c'est  comme  sil'on 
avait  multiplié  par  1 0000000000  le  numérateur  de  lafrac- 
tion  cherchée,  pour  en  effectuer  ladivision  parledénomi- 
nateur;  la  caractéristique  du  logarithme  du  quotient  fait 
connaître   quel  est  l'ordre  le  plus  élevé  des  unités  que 
renferme  ce  quotient,  parrapport  à  celles  du  dividende. 
Dans  9,8239087  ,   la   caractéristique  9  montre  que  le 
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quotient  doit  avoir  un  chiffre  de  moins  que  le  nombre 
par  lequel  on  a  multiplié  l'unité  j  et  par  conséquent  si , 
pour  ramener  le  quotient  à  sa  vraie  valeur,  on  sépare 
10  chiffres  décimaux,  son  premier  chiffre  significatif  vers 
la  gauche  sera  des  dixièmes  :  on  ne  trouverait  que  des 
centiènies,  des  millièmes,  etc.  pour  les  nombres  dont  les 
complémens  arithmétiques  auraient  les  caractéristiques 
8,  7,   etc. 

24.9-  Ce  qu'on  vient  de  lire  sur  le  système  de  logarithmes 
dans  lequel  a=  10,  renferme  les  principes  généraux  né- 
cessaires pour  l'intelligence  des  tables  ,  qui  sont  presque 
toutes  précédées  d'une  instruction  relative  à  leur  dispo- 
sition particulière  et  à  la  manière  de  s'en  servir,  et  à 
laquelle  je  renvoie  les  lecteurs.  Je  leur  indiquerai 
cependant  les  tables  de  Callet  (  édition  stéréotype  ) , 
et  celles  de  Borda,  comme  étant  ti'ès  étendues  et  très 
commodes. 

260.  Quand  on  a  le  logarithme  d'un  nombre  y  , 
pour  une  valeur  particulière  de  a ,  ou  pour  une  base 
particulière  ,  il  est  facile  d'obtenir  le  logarithme  du 
même  nombre  dans  tout  autre  système.  En  effet,  soit 
a^=zy  ;  pour  une  autre  base^,  on  aura  A'^  =^>  ^  étant 
différent  de  x  :  et  on  tirera  de  là  A^^=ia^ .  En  prenant  les 
logarithmes  relativement  au  système  dont  la  base  est  a, 
il  viendra 

or  la^=a:  par  l'hypothèse,  etl^*  =  Xl-.^  (241  )  : 

donc  X\  At=.x,  ouXn=  •; — -,  Mais  en  considérant  A 

\A 

comme  base ,  X  sera  le  logarithme  de  jy,  dans  le  système 

relatif  à  cette  base  :  si  donc  on  désigne  ce  dernier  par  I^y, 

pour  lé  distinguer  de  l'auti-e,  on  aura 


04<5  É    L    É    M    E    N    s 

et  on  trouvera  le  logarithme  de  y  dans  le  second  sys^ 
tème,  en  divisant  son  logarithme  pris  dans  le  premier 
par  le  logarithme  de  la  base  du  second  système. 

,     L'équation  précédente  donne  aussi^r^-  =  \J;  ce  qui 

r    .  .  .  y  .  . 

fait  voir  que,  quel  que  soit  le  nombre  y^  il  existe 
entre  les  logarithmes  ljetL_y,  un  rapport  invariable 
représenté  par  l  A. 

25 1.  Dans  quelque  système  que  ce  soit,  le  logarithme 
de  i  est  toujours  o ,  puisque ,  quel  que  soit  a ,  on  a  tou- 
jours a°  =  i.  Lorsque  aest^-  i,  les  logarithmes  étant 
susceptibles  de  croître  indéfiniment  à  mesure  que  les 
nombres  augmentent,  on  dit  qu'ils  deviennent  infinis  en 
même  temps  que  les  nombres  ;  et  comme  lorsque  j'  est  un 

nombre  fractionnaire,  anav=: — ==:  a""^ ,  on  voit  que 

-^       a"^ 

plusj'  diminue,  plus  x  doit  augmenternégativement , 
mais  que  cependant  on  ne  peut  jamais  assigner  pour  x 
un  nombre  qui  rende  j'  exactement  nul.  Tel  est  le  sens 
dans  lequel  il  faut  entendre  que  le  logarithme  de  zéro 
est  égal  à  Vinfmi  négatif,  ainsi  qu'on  le  trouve  dans 
beaucoup  de  tables. 

25a.  Je  vais  donner  maintenant  quelques  exemples  de 
l'usage  qu'on  peut  faire  des  logarithmes  dans  l'évalua- 
tion numérique  des  formules.  Il  suit  du  numéro  241  et 
de  la  définition  des  logarithmes ,  qui  donne  l'équation 
a^y^y ,  que 

\A'-^-m\A,  \A~^\=^\A. 

*  n 

En  appliquant  ces  règles  à  la  formule 
C\/d'£F 
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qui  est  assez   compliquée,   on  trouvera 

et  par  conséquent 

\  c  \/Wef  ) 

Si  l'on  prenait  les  complémens  arithmétiquesde  1  C,  |1  Z), 
i  1  i?,  1 1  F,  et  qu'on  les  désignât  par  C\  D' ,  E' ,  F',  au 
lieu  du  résultat  précédent ,  on  aurait 

en  observant  d'ôter  de  la  somme  autant  d'unités  de 
l'ordre  sur  lequel  on  a  pris  les  complémens,  qu'il  y  a  de 
ces  complémens,  c'est-à-dire,  4-  Lorsqu'on  seraparvenu 
au  logarithme  de  la  formule  proposée,  les  tables  feront 
connaître  le  nombre  auquel  appartient  ce  logarithme  , 
et  qui  est  la  valeur  cherchée. 

!353.  L'usage  le  plus  fréquent  des  logarithmes^  est 
celui  qu'on  en  fait  pour  trouverle  quatrième  terme  d'une 
proportion.  Il  est  visible  que  ûa'.b\\c\dy  on  aura 

^=^,  d'où  \d^\b^\c-^\a; 

a 

c'est-à-dire,  que  le  logarithme  du  quatrième  terme  cher- 
ché est  égal  à  la  somme  des  log;arithmes  des  deux  moyens^ 
diminuée  du  logarithme  de  l'extrême  connu,  oub^en  à 
la  somme  des  logarithmes  des  moyens  plus  au  complé- 
ment arithmétique  du  logarithme  de  V  extrême  connu. 
254.  Si  Ton  prend  les  logarithmes  de  chaque  membre 
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de  l'équation  -  =  -,  qui  exprime  le  caractère  de  Uh 
proportion,  on  aura 

Ib—la^ld-^lc  (262); 
d'où  il  résulte  que  les  quatre  logarithmes 

la.lbllcAd 
forment  une  équidifférence  (225). 
La  suite  d'équations 

b         c        d         e  ,  ^  ,  * 

-  =  y  =  -  =  -j  etc.  (201) 
a        b         c        d  ^       ' 

conduit  de  même  à 

\b—\az=\c--lb=\d'^lc=\e  —  \d  etc., 

et  on  en  conclut  qu'à  la  progression  par  quotient 

-7-ralbl  cl  dlel  etc.  , 

correspond  la  progression  par  différence 

~  la.l^.lc.ltZ.le.   etc.; 

et  que  par  conséquent  les  logarithmes  des  nombres  en 
progression  par  quotient,  sont  en  progression  par  diffé- 
rence. 

255.  Si  l'on  avait  l'équation  6*  =  c ,  on  la  résoudrait 
facilement  au  moyen  des  logarithmes;  cari  b^  étant  égal  à 

1  c 

z\b ,  on  aurait  2, 1  Z>  =1  c  ,  et  par  conséquent  z  =  r-r- 

z 

L'équation  b^  r=r?se  traiterait  de  lamente  manière;  en 
faisant  d'abord  c^  =  u ,  il  viendrait 

lr=:d,      u\b  =  \d,     u=YTy     ou     c*=y-7  » 

prenant  de  nouveau  les  logarithmes ,  on  trouverait 


-'(n) 
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\\d — Ub     et    z= ; . 


1  c 

Dans  cette  dernière  expression  ,11e  désigne  lelogarithme 
du  logarithme  deZ>,  et  s'obtient  en  considérant  ce  loga- 

•      '       7  7     ^ 

rithme  comme  un  nombre.  Les  quantités  Z;^,  b"  ,et  toutes 
celles  qui  en  dérivent,  se  nomment  exponentielles. 

Questions  relatives  à  l'intérêt  de  l'argent. 

q56.  La  théorie  des  progressions  par  quotient  et  celle 
des  logarithmes,  trouvent  leur  application  dans  les  spécu- 
lations relatives  à  l'intérêt  de  l'argent.  Pour  entendre  ce 
que  je  vais  dire  sur  ce  sujet,  il  faut  savoir  que  les 
avantages  que  procure  une  somme  d'argent  à  celui  qui 
Ja  faitvaloir,  c'est-à-dire  qui  l'emploie  soit  auxéchanges 
du  commerce ,  soit  à  faire  exécuter  des  travaux  pro- 
ductifs, sont  d'autant  plus  grands,  qu'il  peut  renouveler 
plus  de  fois  ces  échanges,  ou  multiplier  ces  travaux.  Il 
suit  de  là  qu'un  homme  qui  emprunte  une  somme  d'ar- 
gent pour  la  faire  valoir,  doit,  en  rendant  cette  somme 
au  bout  d'un  certain  temps,  y  joindre  une  rétribution 
pour  dédommager  le  prêteur  des  avantages  qu'elle  lui 
eût  procurés  s'il  l'avait  employée  lui-même.  Telle  est 
l'idée  qu'on  doit  se  faire  de  l'intérêt  de  l'argent.  Pour  le 
déterminer,  on  compare  toutes  les  sommes  à  celle  de 
loo  fr.  prise  pour  unité,  et  on  convient  de  ce  que  doit 
rapporter  cette  dernière  au  bout  d'un  temps  donné  , 
d'une  année,  par  exemple.  Ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'ex- 
poser les  considérations  qui,  dans  chaque  genre  de  spé- 
culations, font  hausser  et  baisser  l'intérêt  de  l'argent  : 
elles  ne  peuvent  entrer  que  dans  des  élémens  d'Arithmé- 
tique politique  et  commerciale ,  qui  doivent  être  précé- 
dés de  ceux  du  calcul  des  probabilités;  et  mon  objet , 
dans  ce  qui  suit,  n'est  que  de  résoudre  quelques-uns  des 
problèmes  qu'offrent  les  progressions  par  quotient. 
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Je  supposerai,  en  général,  que  l'on  soit  convenu 
de  donner  au  bout  d'un  an,  pour  la  somme  i  ,  un  in- 
térêt designé  par  r;  il  est  évident  que  l'intérêt  d'une 
somme  loo,  pendant  le  même  temps,  sera  loor,  que 
celui  d'une  somme  quelconque  a,  sera  exprimé  par  cr; 
et  si  l'on  désigne  ce  dernier  par  a. ,  on  aura 


ar. 


Par  cette  relation,  il  est  facile  de  trouver  l'intérêt  pour  une 
somme  quelconque,  lorsqu'on  a  celui  que  donnent  loofr. 
ou  même  toute  autre  somme  pendant  un  temps  connu  ; 
cette  question  s'appelle  calcul  d'intérêt  simple. 

267.  Mais  si  le  préteur,  au  lieu  de  retirer  chaque 
année  l'intérêt  du  capital  qu'il  a  avancé,  le  laisse  entre 
les  mains  de  l'emprunteur ,  pour  le  faire  valoir  conjoin- 
tement avec  la  somme  primitive ,  pendant  l'année  sui- 
vante, au  bout  de  cette  année  le  capital  aura  acquis  une 
valeur  qu'on  trouvera  ainsi  : 

Le  capital  primitif  étant  a, augmenté  de  l'intérêt  ar ^ 
il  deviendra,  au  bout  de  la  première  année, 
,  a-\-  ar^=a{\  4-0- 

Si  maintenant   on  fait 

a  (1  -f-r)  z=za'y 
l'intérêt  delà  somme  a  pour  un  an  étant  aV,  ceki 
de  la  somme  a  (1  +0  ,  sera,  pour  une  seconde  année, 
ar{i-\-r)\  et  de  même  qu'au  bout  de  la  première  an- 
née, le  capitale,  augmenté  de  l'intérêt  qu'il  devait  rap- 
porter ,  est  devenu  a  (i-j-r)  ,  le  capital  a!  deviendra, 
à  la  fin  de  la  seconde  année , 

Si-le  prêteur  ne  retire  point  encore  le  capital  a"  à  la 
fin  de  cette  année  ,  et  qu'il  le  laisse  pendant  une  troi- 
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sième  année  ,  au  bout  de  celle-ci,  il  lui  sera  du ,  d'après 
ce  qui  précède , 

a!'  {i  -\-r):=  a  {i  -^  rf  =2  d" . 
On  voit  sans  peine  qu'après  la  quatrième  année ,  a!" 
serait  changé  en 

a-(i-f-r)=:a(i+rH 

et  ainsi  de  suite;  et  que  par  conséquent  la  somme  prêtée 
d'abord  et  les  sommes  à'rendre  à  la  lin  de  la  première  , 
de  la  seconde,  de  la  troisième,  de  la  quatrième  ,  etc., 
année _,  forment  cette  progression  par  quotient  : 

-H-a:  a  (i+r)  :  a(i-f-r)":  rz  (i-î-r)^:  a  (i-hr)4  :  etc.  , 
dont  le  quotient  est  i-j-^j  et  le  terme  général 
a(ii-\-TY=:A, 

le  nombre  n  marquant  celui  des  années  écoulées  depuis 
l'instant  du  prêt. 

Soit ,  par  exemple  ,  le  taux  d'intérêt  à  5  pour  loo, 
c'est-à-dire  que  pour  ico  francs  prêtés  pendant  un  an  , 
on  doit  rendre  i  o5  francs  ;   on  a 

ioor  =  5,     ou     r=:Y^-  =  ^,     et     i -f  r=:f^. 

Si  l'on  voulait  savoir  ce  que  devient  la  somme  a,  aban- 
donnée, ainsi  qu'on  vient  de  le  dire,  pendant 26  années, 
on  aurait  alors  ' 

7Z  rr:  25  ,        et       a  (  ~  ) 
\2o/ 

au  lieu  de  la  somme  primitive.  La  26*^  puissance  de  |^-, 
s'évalue  promptement  par  le  moyen  des  logarithmes , 
puisqu'on  a  (262) 

/2l\*^ 

1  { j    =251 —  =  25  (1  21  — I20)  r=i  0,5297322, 

ce  .qui  donne 
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( 


—  )    =  3,386     environ ,     y^  =  3,386  a  ; 

20/  *  >  i  > 


et  l'on  voit  par  là  que  looo  francs  prêtés  de  cette  manière 
vaudraient  3386  francs  au  bout  de  26  années ,  en  y 
comprenant  les  intérêts,  etc. 

Si  le  placement  durait  100  ans,  on  trouverait 


A-=za  {  —  )     ■=z  101  a 


environ;  ainsi  1000  francs  produiraient,  après  cet  es- 
pace de  temps,  une  somme  de  i3icoo  francs  environ. 
Ces  exemples  montrent  avec  quelle  rapidité  les  fonds 
s'augmentent  par  l'accumulation  des  intérêts  composés. 

268.  L'équation 

donne  lieu  à  quatre  questions  :  la  première  ,  connais- 
sant a,  r  et  71,  trouver  A  y  se  présente  toutes  les  fois 
qu'on  cherche  ce  que  devient  le  capital  après  un  nombre 
71  d'années  -,  je  viens  d'en  donner  un  exemple. 

La  seconde,  connaissant  a,  A  et  ti,  trouver  ?•,  con- 
duit au  taux  d'intérêt  par  le  moyen  de  la  somme  pri- 
mitive, de  celle  qui  a  été  remboursée,  et  du  temps  qu'a 
duré  le  placement  ;  on  a  dans  ce  cas 


■+'=1/4 


La  troisième,  connaissant  A  y  r  et  7î,  trouvera,  et 
dans  laquelle  il  vient 

_       A 
a  pour  objet  de  déterminer  Je  capital  qu'il  faut  placer 


d'  A  L  G  È  c  n  E.  353 

pour  avoir  droit,  après  un  nombre  n  d'années,  à  une 
somme  A. 

La  quatrième,  connaissant  ^,  a  et  r,  trouver  7i,  ne 
peut  se  résoudre  que  par  les  logarithmes  (238 ,  262) . 
En  prenant  celui  de  chaque  membre  de  l'équation 
proposée ,    il  vient 

1^  — la-f  Fiî(i-t-r). 
d'où 

Par  cette  dernière  ,  an  trouve  dans  combien  d'années 
le  capital  a  doit  avoir  produit  une  somme  A. 

Pour  en  donner  un  exemple ,  je  suppose  qu'on  de- 
mande le  temps  qu'il  faut  pour  que  la  somme  primitive 
soit  doublée,  le  taux  de  l'intérêt  étant  toujours  à  5  p.  |; 
on  aura 

^  =  2a,     Iv^nrrîa-f-la, 

jet  par  conséquent 

1_2 1  2        o,3oio3oo ^ 

''  "~  ÏB  ~"  1  21— 120  —  0,021 1893  ""  '^'''' 
environ. 

259.  La  question  suivante  est  une  des  plus  compli- 
quées qu'on  propose  ordinairement  sur  ce  sujet.  On 
suppose  que  le  prêteur  place  chaque  année  une  nouvelle 
somme  qu'il  joint  au  capital  de  cette  année ,  et  cela  pen- 
dant un  nombre  n  d'années  ;  on  demande  quel  est ,  au 
bout  de  la  dernière ,  le  montant  de  toutes  ces  sommes 
accumulées  avec  leurs  intérêts  composés.  Soient  a^  b, 

c,  J, /e,  les  sommes  placées,  la  première,  la  seconde , 

la  troisième,  la  quatrième  ,  etc.,  année  j  la  somme  a  de- 
meurant entre  les  mains  de  l'emprunteur  pendant  un 
nombre  n  d'années ,  deviendra 

£lém.  d'Algèbre.  14^  édition.  a3 
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fl(i-fr)"; 
ia  somme  i>,  qui  uy  reste  que  /i—  i  années,  se  clian- 
cera  en 

la  sommée,  prêtée  pendant /x  —  2  années  seulement, 
deviendra 

et  ainsi  des  autres;  enfin  la  dernière,  k,  qui  n'est  em^ 
ployée  que  pendant  un  an  ,  ne  donnera  que 

/.(i+r): 
on  aura  donc 

En  calculant  chaque  terme  du  second  membre  séparé- 
ment ,  o;i  obtiendra  la  valeur  de  J. 

L'opération  se  simplifie  beaucoup  lorsque 
a=^bz=icz=zd =^> 

car  dans  ce  cas  on  a 

le  second  membre  de  ctîtte  équation  forme  une  progres- 
sion par  quotient,  dont  le  premier  terme  est  a  (i-j-r)  , 
le  dernier  a  (1  -\-r)%  le  quotient  1  +  '',  et  dont  la 
somme  est  par  conséquent 

r 

on  aura  donc  alors 

^^__ ^^  — . 

Cette  équation  présente  aussi  quatre  questions,  corres- 
pondantes à  celles  que  j'ai  énoncées  sur  l'équation 

'iSo.   Les  placemen.s  qu'on  nomme  owiuités  sont  m- 
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verses  du  précédent  :  c'est  l'empruiiteur  qui  s'acquitte 
d'un  capital  avec  ses  intérêts ,  en  divers  paiemens  faits  à 
des  termes  également  éloignés.  Les  paiemens  GrTectués 
par  l'emprunteur  avant  la  fin  du  remboursement,  peu- 
vent être  considérés  comme  des  avances  faites  au  prêteur 
sur  ce  remboursement,  et  dont  la  valeur  dépend  du 
temps  qui  s'écoule  entre  l'une  de  ces  époques  et  l'autre. 
Ainsi,  en  désignant  chaque  paiement  par  a ,  le  premier 
paiement  qui  a  lieu  n —  i  années  avant  l'expiration  du 
dernier  terme  ,  rapporté  à  cette  époque,  vaut  nécessai- 
rement «  (  1  -f-r)"~*  ',  le  second,  rapporté  à  la   même 
époque  ,  ne    vaut  que   a  (  i  -f-  r)"*"^  ;  le  troisième  , 
a  (  1  -f-'')"~^>  et  ainsi  des  autres  jusqu'au  dernier,  qui 
n*a  que  la  valeur  a.  Mais  d'un  autre  côté,  la  somme- 
prêtée  étant  représentée  par  Aj  vaudra  entre  les  mains 
de  l'emprunteur,  après  n  années,  un  capital  A  (i  -f-O" 
qui  devra  être  égal  à  toutes  les  avances  réunies  que  le 
prêteur  a  reçues  de  lui  ;  on  aura  donc 

y/(i+r)"=:tt(i-f-r)''-'-f-a(i-}-r)"^^-f-«(i-f ')"""'••  -f-'^ 
ou,  en  calculant  'la  somme  de  la  progression  que  fomto 
le  second  membre , 

r 

équation  dans  laquelle  on  peut  prendre  alternativement 
pour  inconnue  la  quantité  A ,  que  j'appellerai  le  pr/a*  de 
l'annuité ,  parce  que  c'est  la  somme  qu'elle  représente; 
la  quantité  a,  qui  est  la  quotité  de  l'annuité;  la  quantité 
?•,  qui  est  le  taux  de  l'intérêt,  et  enfin  la  quantité  zz,  qui 
exprime  la  durée  de  l'annuité. 

Pour  trouver  cette  dernière ,  il  faut  nécessairement 
recourir^aux  logarithmes;  on  dégage  d'abord  (i  -f  r)% 
ce  qui  donne 


^(i+r)' 


^^^  i    L   lÉ    M    E   N    s 

et  en  prenant  les  logarithmes ,  il   vient 

«l(i4-r)==l«  — l(a  — ^0, 
d  où 

l(i+r)        • 

261.  Pourmontrer  l'usage  des  formules  ci-dessus, 
je  les  appliquerai  à  la  question  suivante  : 

Trouver  quelle  somme  il  faut  donner  annuellement 
pour  éteindre  en  12  ans,  une  dette  de  100  francs  avec  ses 
intérêts  pendant  ce  temps,  l'intérêt  annuel  étant  à  5  p.  f . 

Dans  cet  exemple,  on  connaît  les  quantités 

^=100,       nz=zi2,       r  =  — , 

20 

et  on  demande  l'annuité  a;  l'équation 

r 
étant  résolue  par  rapport  à  la  lettre  a,  donne 

a'=: -: -— — — 

Il  faut  mettre  dans  cette  expression  les  valeurs  des  lettres 
^,  r  et 71,  et  pour  plus  de  facilité,  calculer  d'abord,  au 
moyen  des  logarithmes ,  la  quantité  (i+r)",  qui  re- 
vient à  (ii)"  ;  on  trouvera 

Au  moyen  de  cette  valeur,  il  viendra 

^■— JQQ' ai;-^7.9586__5.  1,79586 
1,79686—1      —    o,7g586    ' 
et  en  évaluant  la  dernière  expression ,  soit  immédiate- 
ment, soit  par  les  logarithmes,  on  obtiendra 

G  =  11,2826; 


d'  A    L    G    È    B    n    E.  557 

il  faudra  donc  une  annuité  de  1  if'",28  pour  éteindre  en 
12  ans  le  capital  loo*^'^,  le  taux  annuel  d'intérêt  étant 
à  5  pour  |. 

262.  De  plus  grands  détails  sur  ces  questions  pas- 
seraient les  bornes  que  je  me  suis  prescrites;  j'observerai 
seulement  que,  pour  comparer  la  valeur  de  plusieurs 
sommes,  par  rapport  à  celui  qui  doit  les  payer  ou  les  re- 
cevoir, il  faut  les  réduire  àla  même  époque,  c'est-à-dire, 
chercher  ce  qu'elles  donneraient  de  capital  à  une  même 
époque.  Un  banquier  ,  par  exemple,  doit  une  somme  a 
payable  dans  ti  années  ;  pour  s'acquitter,  il  donne  un 
effet  dont  la  valeur  est  représentée  par  b  y  et  doit  se 
payer  dans  p  années  ;  en  rapportant  la  première  somme 
au  moment  où  il  effectue  son  opération,  elle  ne  vaut  que 

p —        .^,  parce  qu'elle  doit  être  considérée  comme  la 

valeur  primitive  d'un  capital  devenu  a,  après  n  années; 
la  somme  b  ne  vaut,  parla  même  raison,  à  cette  époque 

que        ,         :  la  différence 


marquera  donc ,  suivant  qu'elle  sera  positive  ou  né- 
gative, ce  que  doit  donner  ou  recevoir  le  banquier  en 
retour  de  son  échange;  et  si  ce  retour  ne  pouvait  se  payer 
que  dans  un  nombre  q  d'années  ,  en  désignant  par  c  5a 
valeur  au  moment  de  l'opération,  il  deviendrait 

'c(i4-7)^; 
en  sorte  qu'il  eerait  équivalent  à 
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Les  sommes  a,b, k,  dans  le  n**  269  ,  ont  toute,? 

été  réduites  à  l'époque  où  devait  se  payer  la  somme  A.^ 
et  dans  le  numéro  2G0 ,  chacun  des  paiemens,  ainsi 
que  la  somme  ^ ,  a  été  rapporté  à  l'époque  où  devait  se 
terminer  l'annuité. 


F  I  N. 


%. 


ADDITION. 

Note  indiquée  sur  la  page  i  lo. 

JUans  ks  no»  06  et  ^5  ,  j'ai  interprété  les  solutions  négatives  , 
par  rexamen  de  l'équation  qu'elles  vérifient  immédiatement ,  ainsi 
■que  j'en  avais  usé  plus  haut  j  et  ce  moyen  me  paraît  toujours  exact, 
parce  qu'il  s'agit  seulement  de  montrer  que  ces  solutions  ont  un 
sens  raisonnable,  puisqu'elles  résolvent  des  questions  analogues  à  la 
proposée  ;  mais  il  y  a  souvent  plusieurs  manières  de  former  ces  ques- 
tions j  et  la  suivante ,  que  m'a  communiquée  feu  M.  Français ,  géo- 
mètre distingué,  professeur  à  l'Ecole  d'Artillerie  deMayence,  m'a 
semblé  plus  simple  que  celle  qu'on  trouve  dans  ces  Elémens. 

«  Il  pense  qu'on  doit  écarter  de  l'énoncé  de  la  question  du 
M  no  65»  l'idée  du  départ  des  couriers,  pour  les  supposer  en  route 
»  depuis  un  temps  indéfini ,  et  qu'en  conséquence  il  faudrait  la 
5)  poser  ainsi  :  Deux  couriers  suiuent  la  même  route  dans  le  m.ême 
J)  sens,  C'ABC  (page  99);  après  qu^ils  ont  couru  chacun  un 
»  temps  quelconque ,  l'un  se  trouve  en  A  a  Pinstant  ou  Vautre 
M  est  en  B  ;  on  connaît  leurs  vitesses  et  la  distance  AB  ;  onde- 
i)  mande  en  quel  point  de  la  route  ils  se  rencontreront  ?  » 

Cet  énoncé  conduit  à  la  même  équation  que  celui  du  n^  65  ; 
mais  «  dès  qu'on  établit  la  contmuité  du  mouvement ,  la  solution. 
»  négative  s'explique  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  changer  la  dircc- 
»  tion  de  l'un  des  couriers.  En  effet,  puisque  leur  mouvement  n'a 
M  point  commencé  aux  points  A  *:l  B ^  mais  que  tous  deux,  avant 
w  l'instant  où  on  les  suppose  parvenus  h.  ces  points  ,  s'étaient  déjà 
»)  mus  de  la  même  manière  pendant  un  temps  indéfini ,  en  allant 
M  de  C  vers  B ,  il  est  facile  de  concevoir  que  le  courier  qui  de- 
»  vancc  à  ce  point  celui  qui  est  alors  en  A ,  lequel  va  moins  vite, 
»  a  dû  ,  à  une  certaine  époque ,  se  trouver  en  arrière  de  celui-ci , 
ï>  et  le  rencontrer  avant  son  arrivée  au  point  A.  Le  signe -- indique 
»  alors  (comme  dans  l'application  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie  )  , 
«  qu'il  faut  prendre  la  (listance  AK  dans  le  sens  opposé  à  la  dis- 
n  tance  AR  qu'on  a  regardée  comme  positive.  Le  changement  h 
»  faire  dans  Ténoncé,  pour  que  la  solution  négative  devienne  po- 
î,  sitive ,  se  re'duit  h  établir  que  les  couriers  ont  dû  se  rencontrer 
»  avant  d'arriver  au  point  A,  au  lieu  de  le  faire  après.  » 


5£o  NOTE. 

En  effet,  qnaïul  on  place  le  poiru  JV  entre  A  et  O,  au  lieu  Ue 
Je  mettre  entre  ^  et  B,  on  XrowyQ  A Bz=z  BR' —  Ali' .,  d'où  il 
résulte  l'équation^'  —  jr  =  a,  au  lieu  de  x — y  =a  qu'on  avait 
obtenue  d'abord  j  et  il  n'est  pas  besoin  de  changer  le  signe  de  c,  la 

seconde   équation    demeurant    -  =■-  . 
b       c 

M.  Français  applique,  non  moins  heureusement,  ces  considéra- 
tions ,  au  cas  du  n*'  75  ,  en  remplaçant  les  couriers  par  des  mobiles 
soumis  à  un  mouvement  continu  et  commencé  depuis  un  temps 
indéfini.  Il  <;uonce  ainsi  le  problème  :  «  Deux  mobiles  se  meui^cnt 
))  uniformément  sur  la  même  droite  CB  (pag.  109)  ,  fun  dans 
»  la  direction  BC  ,  l'autre  dans  la  direction  CB,  ai^ec  des  vitesses 
i)  données  ;  celui  qui  se  meut  dans  le  premier  sens  ,  se  trouve 
i)  en  B  ,  un  nombre  connu  d'heures  auant  que  l'autre  ne  soit 
j>  par^'enu  en  A  ;  on  demande  en  quel  point  de  la  droite  indefi- 
))  nie  BC  se  fait  leur  rencontre? 

»  La  solution  j:  =  —  48*"*  veut  dire,  que  les  deux  mobiles  se 
})  sont  rencontrés  au  point  i?,  avant  que  celui  qui  vient  de  Cvers  /?, 
»  fût  arrivé  au  point  ^,  et  que  le  second,  qui  va  de  B  vers  C ,  le  fût 
»  au  point  C  où  il  se  trouve  quaad  l'autre  est  au  point  A.  » 

La  position  assignée  au  point  R  se  vérifie  en  observant  qu'il  en 
résulte  AC=BC — AB:=:cd  —  a  ,  au  lieu  de  a-f"  "'qu'on  avait 

obtenu  d'abord  Cpag.  io8)  ,  et  par  conséquent  j  =  — » 

équation  qui  donne  x  :=z^S. 

De  cette  manière  ,  il  n'y  a  aucun  renversement  à  faire  au  sens 
du  mouvement  :  à  la  vérité  les  circi>nstances  matérielles  du  problème 
sont  changées;  et  ,  comme  je  l'ai  dit  plus  haut ,  cela  prouve  qu'il 
existe  plusieurs  questions  physiques  correspondantes  aux  mêmes 
relations  mathématiques  :  mais  les  énoncés  ci -dessus  ont  l'avantage 
de  ne  pas  blesser  la  loi  de  continuité  ,  et  se  rapprochent  ainsi  de 
la  considération  des  lignes  ,  qui  peint  de  la  manière  la  pins  simple 
et  la  plus  générale ,  les  circonstances  du  changement  de  signe  des 
grandeurs.  (Voyez  le  Traité  élémentaire  de  Trigonométrie  et 
d'application  de  l'Algèbre  a  la  Géométrie.) 


De  rimprimcrie  de  HliZARD-COURCIER ,  rue  du  Janhnet. 
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